Predmluva

Predklddana skripta jsou urcena studentim prvniho ro¢niku Fakulty jaderné a fyzi-
kalné inzenyrské CVUT v Praze jako pomiicka pii studiu zakladniho kursu fyziky v prvnim
semestru. Mohou ovSem slouzit i dals§im zajemctim a studentim vysSich ro¢nikt k vyhle-
déani potifebné informace.

Mechanika je zakladem a vstupni branou do fyziky. Proto je skripttum predeslan kratky
uvod seznamujici s postavenim fyziky jako védy v systému lidského poznani, s charakte-
rem prace a zpusobem mysleni fyzik a také s hlavnimi etapami vyvoje fyziky. Studenti
se zde poprvé seznamuji s vysokoskolskym zpisobem studia fyziky, ktery se lisi od stie-
doskolského matematickou naroc¢nosti, vyzaduje osvojit si schopnost resit fyzikalni tlohy
a experimentalni navyky ve fyzikalni laboratofi.

Matematicky aparat fyziky je zalozen na diferencidlnim a integralnim poctu. Ke stu-
diu mechaniky je tfeba se sezndmit s derivovanim a integrovanim funkci, a to i funkci
vice proménnych a vypoctem nékterych integralt, véetné integrali kifivkovych, plosnych
a objemovych. Casto je tieba piitom pouzivat i jiné soufadnice nez kartézské - polarni,
cylindrickéh, sférické. Rovnice popisujici pohyb ¢astic jsou obycejné diferencialni rovnice
druhého fadu a proto je tieba se naucit fesit alesponn nejjednodussi typy takovych rovnic.
Mechanika v zékladnim kursu fyziky je pojimana jako vektorovd (Newtonova), na rozdil
od mechaniky v pojeti teoretické fyziky, kterd je zaloZena na variacnich principech a ska-
larnich funkcich. Student se tedy musi seznamit s vektorovou algebrou a analyzou a také
se zékladnimi vlastnostmi nékterych tenzort. Castice se v mechanice ¢asto pohybuji po
trajektoriich, které jsou kuzeloseckami, rotujici pruzné téleso kulového tvaru ziskava tvar
elipsoidu, rotujici vazka kapalina v nadobé vytvaii povrch ve tvaru rota¢niho paraboloidu,
vlastnosti symetrickych tenzort se daji ndzorné geometricky vyjadrit pomoci elipsoidd a
hyperboloidi. Je tedy tfeba znat i rovnice a geometrické vlastnosti kuzelosecek a kvadrik,
i nékterych jinych geometrickych kiivek a ploch, jimz nékdy neni v matematice vénovana
dostatecnda pozornost.

Protoze vyuka matematiky se za fyzikou zpravidla opozduje a také fundovany matema-
ticky vyklad se lisi od zptusobu, jakym jsou matematické poznatky ve fyzice aplikovany, je
do skript zafazena kapitola Matematicky aparat, kde jsou potiebné matematické poznatku
stru¢né shrnuty. Neznamena to samoziejmé, ze by je student musel hned na pocatku zvlad-
nout, spise se k nim bude vracet pii feSeni konkretnich fyzikalnich loh.

Latka z mechaniky je roz¢lenéna do péti kapitol a postupné je probirdna mechanika
¢astice (hmotného bodu), soustavy hmotnych bodt, tuhého télesa a kontinua (pruznych
téles, kapalin a plynt). Pohyb éastic, jejich soustav a tuhého télesa je popsan obycejnymi
diferencidlnimi rovnicemi (jsou to soustavy s koneénym poc¢tem stupii volnosti), pohyb
kontinua, spojitého prostredi o nekonecné velkém poctu stupnu volnosti, parcialnimi dife-
a jednotlivé konkretni fyzikalni problémy a tlohy jsou pak feSeny na konci prislusného
odstavce. Na konci kazdé kapitoly jsou uvedeny ptiklady k samostatnému feSeni. Velka



¢ast jich byla prevzata ze sbirky autoru Dibelka, Havrankova, Legova: Sbirka prikladu
z fyziky I (Mechaniky), na fakulté pouzivané. Na zavér skript jsou pak uvedeny otazky,
které mohou slouzit k opakovani a zkouseni latky.

K reseni mnoha zajimavych fyzikalnich tloh staci znalosti fyziky z gymnaézia. Takové
tlohy s podrobnym fesenim byly shromézdény ve skriptech autord Havrankové, Janouta
a Stolla Uvod do fyziky v fesenych piikladech (CVUT 1995) v nichz lze nalézt i 68 tloh z
mechaniky. Vétsina z nich byla zaddvana na jaderné a fyzikalné inzenyrské fakulté CVUT
u prijimacich zkousek. Nékteré z téchto uloh jsou uvadény i v téchto skriptech jako pri-
klady k feSeni. S mnoha zajimavymi fyzikalnimi problémy, jejich historickymi souvislostmi
a podstatou fyzikdlniho mysleni je mozno se seznamit také v knizce I. Stolla Svét ocima
fyziky, Prometheus Praha 1995.

Vysokoskolské studium se nemuze omezovat jen na latku uvedenou ve skriptech. Stu-
denti musi zédhy zacit tviréim zptisobem pracovat, zapojovat se do odborné a vyzkumné
prace. Musi proto pouZivat i dalsi odbornou literaturu, at uz uc¢ebnice a monografie nebo
¢lanky v odbornych casopisech. Dikladné vysokoskolské ucebnice mechaniky ceskych au-
tord jsou dnes jiz klasické knihy V. Trkala (Mechanika hmotnych bodu a tuhého télesa ,
NCSAV Praha 1956) a M. Brdicky (Mechanika kontinua, NCSAV Praha 1959). Nejnovéjsi
ucéebnice mechaniky zakladniho kursu fyziky je kniha J. Kvasnica a kol. Mechanika, Aca-
demia, Praha 1988, kterou je proto mozno doporucit k paralelnimu studiu. Existuje velké
mnozstvi cizojazyénych kurst vysokoskolské mechaniky. Zajimavy pokus o nové pojeti vy-
uky predstavoval kdysi tzv. Berkeleysky kurs a jeho prvni dil Ch. Kittel Mechanics, Mc
Graw-Hill Book Co. 1965 je k dispozici i v ruském a slovenském prekladu. Mnoho inspirace
ovSem prinaseji i znamé Feynmanovy prednasky o fyzice, dostupné v angli¢tiné a rustiné.

Autor dékuje vSem, kdo v priubéhu mnoha let pfispivali ke zdokonalovani vyuky tohoto
predmétu na fakulté a z jejichz zkuSenosti Cerpal, spolupracovnikim na katedie fyziky,
studentim a zejména recenzentovi.

Praha, ¢erven 1995

I. Stoll
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UVOD DO FYZIKY

1. Postaveni fyziky a jeji ¢lenéni

Nazev fyzika pochéazi z feckého slova fysis, pfiroda. Puvodné tedy fyzika znamenala
védu o prirodé viibec, v protikladu k umélému svétu vytvorenému ¢lovékem, technice (Fec.
techné). V antice byla fyzika vlastné soucésti filozofie a témét kazdy z antickych filozofti
zanechal néjaky spis o prirodé. Toto chapani fyziky jako filozofie pfirody pretrvava v
ur¢itém smyslu dodnes; v angli¢tiné, ale i v jinych jazycich spojeni ”p¥irodni filosofie”,
”Natural Philosophy” znamenaé fyziku.

Postupem c¢asu se védy o prirodé diferencovaly. Filosofie se stala samostatnou védou o
lidském mysleni a svété viibec. Matematika, kterou dnes nepovazujeme za prirodni védu,
se rozvinula do abstraktnich vysin jako véda o kvantitativnich a prostorovych vztazich
véci a algoritmech a mé blizko k logice. S rozvojem pocitacové techniky nabyla matema-
tika novych dimenzi a moznosti. Fyzika se tak stala védou o zakladnich, nejobecnéjsich
zékonitostech pfirody. Specidlnimi zakonitostmi na vysSich Grovnich organizace hmoty
se zabyvaji dalsi prirodni i spolecenské védy - chemie, biologie, psychologie, sociologie.
Vsechny tyto védy musi ovsem fyzikalni zédkonitosti respektovat a také hojné vyuzivaji
fyzikalnich metod a pristroji. Napiiklad biologické zakonitosti se tykaji jen Zivé hmoty,
ktera je ve vesmiru vzacnym jevem. Fyzikalnimu zdkonu vSeobecné gravitace se vSak musi
podrizovat vSechny prirodni objekty.

Fyzika ma zvlastni, izké sepéti s matematikou - vyuziva jejich metod a také obohacuje
matematiku novymi myslenkami a pojmy. Neni ndhodou, ze jeden z objeviteld diferenci-
alntho a integralniho poc¢tu byl pravé Newton, tedy fyzik. Jako véda o nejobecnéjsich
zékonitostech prirody je fyzika v izkém vztahu i k filozofii, a také mnoho fyziku filozofuje.
Mezi fyzikou a filozofii je ovSem zasadni rozdil. Fyzika se vZdy musi opirat o experimen-
talni data a zabyva se jen problémy, které mutze diive ¢i pozdéji experimentéalné ovérit. K
fyzikalnim poznatkim tedy nedochazime pouhym myslenim, spekulaci, ale konfrontaci s
vysledky méfeni a pozorovani.

V poslednich desetiletich se fyzika stala zakladem pro nesmirné rychly rozvoj moderni
techniky, které stale vice ovliviiuje nas zivot. Technika pfinasi spolec¢nosti nejen dobrodini,
ale také potencialni hrozby a je tézko predvidat, jak se lidstvo s témito problémy vyporada.
Nékdy je fyzika ¢inéna zodpovédnou i za tyto hrozivé jevy nasi civilizace a jindy zas je na
ni pozadovano, aby dala navod, jak vSechny tyto problémy vytesit. Fyzikové se samoziejmé
neziikaji své spolecenské zodpovédnosti, ale na druhé strané nejsou to oni, kdo o kone¢ném
vyuziti ¢i zneuziti fyzikalnich objevt rozhoduji.

Fyzikalni vyzkum ma dnes i vyrazné ekonomické aspekty. Je nakladny, a zejména ex-
perimentalni zafizeni, kterd pocitame k tzv. ”velké védé”, obii urychlovace, zafizeni pro
vyzkum termojaderné energie, pro kosmicky vyzkum apod. si mohou dovolit jen ekono-
micky silné staty. Vétsinou jsou tato zafizeni vyuzivana v mezinarodni spolupraci, jako
napiiklad v evropském stiedisku pro jaderny vyzkum CERN v Zenevé, jehoz ¢lenem je



také nase republika. Nékteré zvlasté ndkladné projekty, jako napfiklad amerického super-
obftiho urychlovace SSC, byly z finan¢nich dvodi zruseny. Tato velké experimentélni zafi-
zeni slouzi samoziejmé k ukojeni zvédavosti fyzikd a hlubsimu poznani pfirody. Na druhé
strané z takového poznani, jak ukazuje historie, mize lidstvu kynout necekany uzitek.
Vysilani umélych druzic Zemé se zpocatku také jevilo jako nakladna prestizni zalezitost
a dnes si tézko pfedstavime svétovou ekonomiku a spoje bez vyuziti blizkého kosmu. Kdo
dnes muze Fici, jaky uzitek pfinese lidstvu cesta na Mars nebo objev nové elementarni
Castice!

7 toho, co bylo feceno, je ziejmé, ze fyzika méa v systému lidského poznani a jeho vyu-
zivani do zna¢né miry kli¢ovou tlohu. Anekdotickym zpisobem to bylo vyjadreno takto:
ostatnich odborniku tim, Ze jeho véda skutecné nejdulezitéjsi je. V nasledujicim schematu
je znazornén vztah a vzdjemné propojeni jednotlivych védnich oblasti, a postaveni fyziky
mezi nimi.

SOCIOLOGIE F
0 I
PSYCHOLOGIE L
1 0
BIOLOGIE S

1 0
CHEMIE F

0 I

E

MATEMATIKA < FYZIKA <  TECHNIKA

Fyzika je dnes velmi rozsahla védni disciplina a zadny fyzik ji nemuze ovladat v celé
$iri. Mazeme ji délit podle rtiznych hledisek. Tak zpravidla rozliSujeme podle metody vy-
zkumu a zameéteni
a) fyziku teoretickou
b) fyziku experimentalni
c) fyziku aplikovanou .

Kazda z nich ma opét své diléi oblasti. Prevlada-li diraz na matematickou metodu, mlu-
vime o fyzice matematické, vyuzivame-li pocitace k simulovani fyzikalnich procest, o fyzice
pocitacové.



Podle druhu jevi, jimiz se fyzika zabyva mutzeme rozliSovat
a) mechaniku (a gravitac¢ni pole)
b) elektfinu a magnetismus (a elektromagnetické pole)
c) termiku
d) optiku

Podle fyzikalnich soustav, které fyzika zkouma
a) fyziku molekulovou, atomovou, jadernou a éasticovou
b) fyziku pevnych latek
c) fyziku tekutin (kapalin a plyni)
d) fyziku plazmatu.

Dalsi dulezité déleni je na fyziku klasickou a kvantovou. Klasick fyzika se zabyvé zako-
nitostmi makrosvéta, tedy svéta nasich rozméru a smyslové zkuSenosti. Kvantova fyzika je
fyzikou mikrosvéta, kde plati jiné fyzikalni zadkonitosti. Charakteristickym parametrem v
mikrosvété je Planckova konstanta h = 6,626.10734 J.s. U jevii a pohybti u nichZ mtizeme
Planckovu konstantu povazovat za zanedbatelné malou, odpovidaji (koresponduji) zéko-
nitosti kvantové fyziky zakonitostem fyziky klasické. Rikdme tomu princip korespondence.
Kvantova fyzika je tedy obecnéjsi, ale u makroskopickych pohybi mtzeme kvantové jevy
zanedbat (i kdyz ne vzdy). V téchto skriptech se budeme zabyvat mechanikou klasickou,
s kvantovou mechanikou se seznamite pozdéji.

Podobné mtizeme rozlisit fyziku nerelativistickou a relativistickou. Jevy, které popisuje
specialni teorie relativity, se projevuji, pohybuji-li se ¢astice nebo télesa rychlostmi bliz-
kymi rychlosti svétla ve vakuu ¢ = 2,997 924 58 m.s~!. Mechanika, kterou se budeme
zabyvat, je mechanika nerelativisticka. Opét zde plati princip korespondence - pfi rych-
lostech podstatné mensich nez je rychlost svétla ve vakuu, tedy mizeme-li povazovat tuto
rychlost za nekonecéné velkou, prechéazeji zakony relativistické mechaniky v zakony mecha-
niky nerelativistické. Budeme-li se vSak zabyvat vlastnostmi elektromagnetického pole,
musime pouzivat zakony specialni teorie relativity. Podobné ve velmi silnych gravita¢nich
polich, ktera se vyskytuji v okoli velkych hmotnych téles ve vesmiru, se uplatni zakony
obecné teorie relativity.

Zvlastni casti fyziky je je termodynamika, kterd zkouma stavy fyzikalnich soustav z
hlediska jejich pravdépodobnosti a méa tzky vztah k teorii informace. Nékteré termodyna-
mické zékony (naptiklad druhd véta termodynamickd) maji pravdépodobnostni charakter
- netvrdi zda néjaky jev nastane ¢i ne, nybrz pouze zda nastane s vétsi ¢i mensi pravdépo-
dobnosti. Termodynamikou tedy vstoupila do fyziky ndhoda, ne vzdy je mozno vysledek
néjakého jevu predpovédét jednoznacné. Také termodynamické zdkonitosti lze vysvétlit
z mikroskopického hlediska statistickymi metodami. Témi se zabyva dulezita cast fyziky,



fyzika statistickad.

2. Fyzikéalni principy

Nékolik slov o metodach prace a zptusobu mysleni fyzika. Fyzika jako véda o prirodé
vychéazi z pozorovani a experimenti, zobecnuje zjisténa fakta a formuluje obecné fyzikdini
zdkony. Témto fyzikdlnim zakonlim déva matematickou formu. Takovy poznéavaci pro-
ces zobecnovani jednotlivych fakt se nazyva metoda védecke indukce. Na zakladé znalosti
obecnych fyzikalnich zdkoni mize pak fyzika usuzovat, jaky bude vysledek konkretniho
experimentu v daném zvlastnim piipadé. Resenim rovnic vyjadiujicich fyzikalni zdkony
predvida tyto vysledky a znovu je ovéruje. To je proces védecké dedukce. Tak fyzika teo-
reticky zdavodnila, Ze pfi vybuchu jaderné bomby dojde k uvolnéni obrovského mnozstvi
energie a experiment v Alamogordo v Novém Mexiku v roce 1945 tuto fyzikalni predpoveéd
plné potvrdil.

Na rozdil od matematiky musi fyzika stale konfrontovat sva tvrzeni s experimentalni
skutecnosti; fyzikalni objevy nelze délat pouhymi spekulacemi, jak se obcas leckdo pokousi.
Rozdil mezi pfistupem matematiky a fyziky lze nazorné ukazat na ptikladu velkého né-
meckého prirodovédce minulého stoleti Gausse, ktery byl jak matematikem, tak fyzikem.
Jako matematik dospél k objevu neeuklidovské geometrie a zjistil, Zze je mozno logicky
konstruovat prostory, v nichz neplati véta o tom, ze soucet hl v trojihelniku je roven
27. Matematik by se s tim spokojil a vénoval by se dale logickému rozvijeni takové myslen-
kové konstrukce. Fyzika vSak zkouma nas reilny svét a geometrie tohoto svéta je vlastné
soucasti fyziky. Jako fyzik si proto Gauss polozil otazku, zda uvedend véta v redlném svété
skutecné plati a zacal prométrovat velké trojahelniky, jejichz vrcholy tvorily vrcholy Harc-
kého pohoii. Pozdéji se skuteéné ukézalo, ze diky gravitaci je nas prostor zakfiven a tato
geometricka poucka v trojuhelnicich velkych rozmériu neplati.

Jednim z tGstfednich principi, jimz se fyzika idi, je princip symetrie (nékdy téz mlu-
vime o principu dostateéného divodu). Na pocatku vzdy analyzujeme symetrii tlohy a
tato analyza ukaze cestu k dalsimu feseni. Z diivodu symetrie musi gravitacni pole kulové
hmoty pusobit v radidlnim smeéru, sila musi smérovat do stfedu koule, podobné pole ne-
kone¢ného valce bude ptlisobit kolmo k ose valce. Z mnoha rtiznych moznosti voli pfiroda
vzdy takovou, kterd se né¢im odliSuje od ostatnich, ma néjakou vyznacnou vlastnost. Sila
by mohla napfiklad pusobit pod obecnym thlem k ose véalce, ale vzhledem k symetrii
neni k tomu ”dostate¢ny divod”, nelze preferovat jeden obecny smér pred jinym. Kdyby
sila ptisobila rovnobézné s osou valce, nebylo by opét mozno rozhodnout, kterym ze dvou
moznych sméri, nebot osa vélce neni orientovana.

Princip symetrie se projevuje v invarianci, neménnosti pohybu fyzikalni soustavy vzhle-
dem k nékterym transformacim prostoru a ¢asu. K takovym transformacim patii translace
(posunuti soustavy soufadnic ve sméru nékteré z os), rotace (pootoceni soustavy soufad-
nic), ¢asova translace, inverze (zrcadlové zobrazeni). Bylo dokéazano, ze takové transfor-
mace odpovidajici ptislusSnym symetriim vedou k zdkonidm zachovdni riznych fyzikalnich



veli¢in. V mechanice se sezndmime se zdkony zachovani hybnosti, momentu hybnosti,
energie, rychlosti t€zisté izolované soustavy. Ve fyzice existuje celd fada dalsich zadkont za-
chovani, naptiklad zakon zachovani elektrického naboje aj. Zakon zachovani energie, ktery
ma ve fyzice klicovy vyznam, byl objeven az ve Ctyficatych letech minulého stoleti. Pro
mechanickou energii byl vSak uzivan jiZz mnohem drive, a sice v podobé tvrzeni, Ze nemiize
existovat perpetuum mobile, zafizeni, které by konalo mechanickou praci bez dodavani
vnéjsi energie.

Zakony zachovani maji velky prakticky vyznam pfi feSeni konkretnich fyzikalnich po-
hybi. Udavaji totiz, ze néktera fyzikalni velicina se za pohybu nemeéni, je invariantem,
nebo jak fikdme integralem pohybu. P1i integrovani pohybovych rovnic musime totiz urcit
hodnoty integrac¢nich konstant z danych pocate¢nich podminek. Znalost zakont zachovani
nam to usnadnuje a nékdy nas zbavuje nutnosti fesit pohybovou rovnici vibec.

K dalsim fyzikdlnim principtim patii principy variacni. Podle nich z moznych vari-
ant stavii nebo pohybt se bude realizovat takovy, ktery odpovida extrému (maximu nebo
minimu) néjaké fyzikalni veli¢iny. Je zndmo, Ze rovnovaha néjaké fyzikalni soustavy se
ustavi vzdy tak, aby potencidlni energie nabyvala miniméalni nebo maximélni hodnoty.
V prvnim piipadé jde o rovnovahu stabilni, ve druhém je to rovnovéha labilni. Podobné
napriklad svételny paprsek voli vidy takovou drahu, aby ¢as potfebny k probéhnuti mezi
pocateénim a koncovym bodem byl minimalni. Tato podivuhodné ”dspornost” pfirody
je opét dtsledkem obecného principu dostate¢ného divodu - pravé extrémni hodnota je
vyznacéna, odlisuje se od ostatnich moznosti. Teoreticka fyzika je budovana pravé na va-
rianich principech, z nichz plynou pohybové rovnice obecnéjsi a elegantnéjsi nez jsou
rovnice
Newtonovy. S teoretickou (analytickou) mechanikou se seznamite pozdéji v kursu teore-
tické fyziky.

Vedle téchto principt se fyzikové ¥idi i dalsimi hledisky, z nichz nékteré jsou intuitivni,
heuristické, ale ¢asto umoznuji ”uhadnout” spravné reseni. To se pak samoziejmé musi
matematicky a experimentalné ovérit. Konec konct tak postupoval i Archimedes, kdyz
objevil sviij zékon v lazni a s vykiikem Heuréka! (Nasel jsem!) jej spéchal oznamit ostat-
nim. Znédma je i legenda o Newtonovi, ktery pry objevil gravita¢ni zdkon pii pozorovani
padu jablka. Problém je ovSem v tom, Ze mnoho jinych lidi také pozorovalo pad jablka,
ale gravitac¢ni zakon neobjevili. Intuice fyzikt jde tak daleko, ze predpokladaji, ze mate-
matickd rovnice vyjadrujici néjaky novy fyzikalni zakon musi byt vnitiné krasné a pritom
dostatecné silena. Ale to uz se dostavame do oblasti ¢isté subjektivni.

3. Fyzikalni veli¢iny a jednotky, rozmérova analyza

Aby fyzika mohla byt exaktni védou, musi pracovat s presné definovanymi pojmy. P¥i-
rodni objekty, jako je napriklad elektron, atom nebo elektromagnetické pole nelze vycerpat
slovni definici, protoze fyzika objevuje stale nové a nové vlastnosti téchto objekti. Zakladni
pojmy jako je hmotnost, délka, Cas, sila, elektricky naboj apod. neni ovSem mozno defi-
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zpusobem lze tyto pojmy experimentalné zkoumat, méfit jejich vlastnosti.

Vlastnosti, které maji jak kvalitativni tak kvantitativni stranku, tj. daji se porovnavat
s obdobnymi vlastnostmi jinych objektti a mérit po zavedeni piislusné fyzikalni jednotky,
se nazyvajl fyzikdlni veliciny. Fyzikalni veli¢iny nejsou mezi sebou nezavislé, plati mezi
nimi obecné vztahy, které mohou mit povahu fyzikalnich zékoni.

To také umoznuje vytvorit soustavy fyzikdlnich jednotek. Nékteré veli¢iny zvolime za
zékladni a ostatni veli¢iny jsou pak od nich odvozeny pomoci prislusnych matematickych
vztaht vyjadiujicich fyzikalni zakony. I kdyz se ve fyzice stale pouzivaji riizné soustavy
jednotek, normativné byla zavedena Mezinarodni soustava SI, které se také budeme pridr-
zovat. Zakladni mechanické veli¢iny jsou v ni délka, hmotnost a ¢as a z nich jsou vSechny
ostatni veli¢iny odvozeny. Zakladni veli¢iny budeme oznacovat velkymi pismeny: délku L,
hmotnost M a ¢as T a odvozené veli¢iny budou pak charakterizovany svym fyzikdlnim
rozmérem, tj. vztahem k zdkladnim veli¢indm. Tak rychlost bude mit rozmér [v] = LT,
sila [F] = LMT 2 apod.

V soustavé SI jsou zékladnimi jednotkami, jimiz se méii zakladni mechanické velic¢iny
metr (m), kilogram (kg) a sekunda (s). Rovinny thel se méfi v radidnech (rad), prosto-
rovy ve steradidanech (sr); tyto jednotky byly dfive fazeny do zvlastni skupiny vedlejsich
jednotek, dnes jsou povazovany za bezrozmérné odvozené jednotky.

Metr je podle posledniho rozhodnuti Mezinarodni konference pro miry a vahy z r. 1983
definovan jako ”délka rovnajici se vzdalenosti, kterou ubéhne svétlo ve vakuu za
1/299 792 458 s”. Za jeden kilogram je vzata hmotnost prototypu, valecku z platiny a
iridia, ktery je od r. 1889 ulozen v Sevres u Pafize. Sekunda je definovana od r. 1967
jako ”doba trvani 9 192 631 770 period zareni, které prislusi prechodu mezi dvéma velmi
jemnymi hladinami zakladniho stavu atomu cesia 133”.

S dalsimi zakladnimi a odvozenymi veli¢éinami a jednotkami soustavy SI se postupné
seznamime pri studiu elektfiny a magnetismu, termiky, optiky, atomové a jaderné fyziky.
Uvedme jesté, ze vedle zékladnich a od nich odvozenych jednotek v ramci soustavy SI je
normami trvale povoleno uzivani i nékterych jednotek vedlejsich. Jsou to minuta, hodina,
den, thlovy stupen, thlova minuta a thlova vterina, hektar, litr, tuna, Celsitiv stupen,
elektronvolt, atomova hmotnostni jednotka, astronomicka jednotka a parsek.

Fyzikalni rozmér neni jen formalnim vyjadfenim vztahu fyzikalnich veli¢in k velici-
nam zékladnim, ale mé i velky vyznam ovéfovaci a heuristicky. Chceme-li zkontrolovat,
zda néjaka rovnice vyjadiujici vztah mezi fyzikalnimi veli¢inami je spravna, jako prvni
krok vzdy zjistime, zda fyzikalni rozmér veli¢in na levé strané rovnice souhlasi s rozmérem
veli¢in na pravé strané. Jindy mutZeme prostou tvahou na zakladé fyzikalniho rozméru
uhadnout fyzikalni zavislost nebo zakonitost. Takova systematickd tvaha na zakladé fy-
zikalntho rozméru je pfedmétem rozmeérové analyzy. Jeji pouziti budeme ilustrovat na
prikladu matematického kyvadla.

Matematické kyvadlo predstavuje idealizovany model tvofeny hmotnym bodem zavé-
Senym na nehmotném vladkné v tihovém poli. Jedinymi charakteristikami kyvadla jsou
hmotnost bodu m a délka vldkna [, jedinou charakteristikou pole jeho intenzita (tihové
zrychleni) velikosti g mifici svisle k zemi. Pohyb kyvadla bude zélezet téZ na pocateénich
podminkéch. Pokud kyvadlo vychylime z dolni stabilni polohy do urcité vyse h a volné
pustime, za¢ne vykondvat kyvy ve svislé roviné dané smérem pocatecni vychylky a smérem
svislym. Protoze na néj neptisobi zadna dalsi sila, kterd by ho z této roviny vychylovala,



neni dtvodu, pro¢ by tuto rovinu opoustélo. Jeho pohyb tedy bude rovinny (plyne to i
ze zékona zachovani momentu hybnosti). Zanedbame-li odpor vzduchu a pfipadné tfeni v
misté upevnéni zavésu, bude podle zdkona zachovani energie pti pohybu kyvadla smérem
dolt klesat jeho potencialni energie a poroste energie kineticka. Po priichodu dolni polohou
zacne kyvadlo opét stoupat a to do puvodni vyse. Bude tedy vykonavat periodicky pohyb
a nas bude zajimat perioda tohoto pohybu.

Tato perioda mtze zaviset pouze na vysSe uvedenych veli¢éinach m, [, ¢ a mohla
experiment nebo podrobnéjsi matematicky vypocet. Mlady Galileo Galilei pii pozorovani
kyvl lucerny zavésené na dlouhém zévésu na stropé pisanského kostela dospél k zavéru,
ze pohyb kyvadla je izochronni, tj. Ze jeho perioda nezavisi na vychylce. Pfijméme tedy
hypotézu, ktera se nabizi z pozorovani, Ze alespon pri malych vychylkach je perioda pohybu
kyvadla konstantni a pokusme se ji urcit z rozmérové analyzy.

Predpokladejme, Ze perioda bude zaviset na parametrech soustavy jako mocninna
funkce vztahem

T =Cl1*mP g,
kde C' je bezrozmérna konstanta. Protoze fyzikalni rozmér na levé a pravé strané rovnice
musi byt tyz, dostaneme podminku

7] = L MP (LT2) = LY MP T2 = T.

Odtud dostavame soustavu rovnic a +~v =0, (=0, —2y=1,z niz plyne
a=1/2, =0, v=—1/2.Z rozmérové analyzy dostavime vyraz pro periodu kyvadla
jako
l
T =C /.
g

Timto zpisobem nemutzeme ovsem urcit bezrozmérnou konstantu C. Protoze vsak bod
na konci zavésu kyvadla kond pohyb po oblouku kruznice, je logické ocekavat, ze tato
konstanta bude obsahovat ¢islo 7. Dale fyzik intuitivné predpoklada, ze konstanta bude
obsahovat mal4 celd ¢isla, napiiklad 2, 3, 1/2 apod. a nikoli naptiklad 896/2379. Timto
zpusobem mizeme ”uhddnout” spravny vysledek

T:27r\/7.
g

Uvedeny postup neni samoziejmé odvozenim a spravnost vysledku by se musela teprve
pfesnym vypocCtem dokazat a experimentalné potvrdit. Je vSak ilustraci heuristického
postupu jimz se fyzikové dobiraji predbéznych vysledk - pomoci obecnych fyzikalnich
principl, rozmérové analyzy a intuice.

4. Hlavni etapy vyvoje fyziky

Fyzika prosla dlouhym historickym vyvojem a znalost tohoto vyvoje pomahé lépe

10



pochopit logiku soustavy fyzikalnich poznatkt a dokonce dochéazet k poznatkim novym.
Historie fyziky je ovSem samostatnym védnim oborem, ktery zde nemtzeme probirat. Zmi-
nime se proto pouze o hlavnich etapach tohoto vyvoje a pozdéji pfi probirani mechaniky
upozornime stru¢né na nékteré dilezité historické okolnosti.

Déjiny fyziky mizeme rozdélit na t¥i hlavni etapy:
a) Stard fyzika - od starovéku do pocatku 17. stoleti (orientacné do roku 1600).
b) Klasickd fyzika - 1600 - 1900
c) Moderni fyzika - 1900 - dosud

Starou fyziku nemtzeme povazovat za védu ve vlastnim smyslu, i kdyz se dobrala celé
fady vyznamnych védeckych poznatkid. Prvni z nich znali jiz stafi Sumerové, Babylonané,
Egyptané a Cinané. Slo zejména o poznatky astronomické a geometrické (Pythagorova
véta) a také o metody méfeni nékterych fyzikalnich veli¢in (délka, hmotnost, ¢as). Fy-
zika ve starém Recku byla jako soucast filosofie pievazné spekulativni a tento charakter
si pod vlivem aristotelismu udrzela az do pocatku novovéku. Skuteény fyzikdlni vyzkum
provadéli az helenisti¢ti Rekové, kdy se centrem védy a kultury antického svéta stala
Alexandrie. V Alexandrii studoval nejvétsi fyzik starovéku Archimedes, ktery dospél k
dilezitym poznatkiim o statické rovnovaze téles a plovani téles a v matematice se tésné
ptiblizil objevu diferencialniho a integralniho poétu. Alexandrij$ti Rekové znali také za-
kon odrazu svétla (nikoli lomu) a provadéli prvni méfeni teploty. Poznatky antiky byly
stfedovéké Evropé zprostiedkovany Araby, ktefi se téz intenzivné zabyvali optikou (Alha-
zen) a urcovanim mérné hmotnosti latek. Zatimco ve stfedovéky byly hlavni pfirodovédné
poznatky ¢erpany z Euklidovych ”Zéklad” (geometrie), ” Almagestu” Klaudia Ptolemaia
(geocentricky vyklad astronomie slune¢ni soustavy) a spist Aristotelovych (mj. ”Fysika”),
vesly prace Archimedovy v Evropé ve zndmost az teprve za¢atkem novovéku. Ve starovéku
a stfedovéku vsak fyzika neprovadéla systematické experimenty, nevyuzivala matematicky
aparat k popisu prirodnich jevii a neméla ani pfesné definovany zakladni pojmy (rychlost,
zrychleni, sila apod.)

Zrod fyziky jako védy se datuje zacatkem 17. stoleti. Na zakladé astronomickych vy-
zkumii Keplerovych (1571-1630) a pozemskych mechanickych experimentii Galileiovych
(1564-1642) mohl Isaac Newton (1643-1727) vytvorit prvni fyzikalni teorii, klasickou me-
chaniku, vyuzivajici matematicky aparat diferencidlniho a integralniho poctu. Newton
prisel s koncepci vSeobecné gravitace a ukazal, ze neni pfehrady mezi nebeskou a pozem-
skou fyzikou, ze sila, kterd udrzuje planety na jejich drahach kolem Slunce je taz jako sila,
ktera nuti jablko padat k zemi. Zakladni Newtonovo dilo z r. 1687 nese nazev ” Matematické
zaklady pfirodni filosofie” (”Philosophiae naturalis principia mathematica”) a predstavuje
pravdépodobné nejvyznamnéjsi védeckou knihu, kterd byla kdy napsdna. Newton se za-
byval téz optikou a rozpracoval teorii rozkladu bilého svétla do spektra. V té dobé byl jiz
zasluhou Snellovou a Descartovou znam i zakon lomu svétla.

7Z roku 1600 pochéazi prvni védecky spis o elektfiné a magnetismu od anglického 1é-
kare a fyzika Gilberta. Vyzkumem téchto jeva se v nasledujicich stoletich zabyvala cela
fada fyziki (Coulomb, Volta, Oersted, Ampere a dalsi). Tento vyzkum pak zavrsil Fara-
day (1791-1867) svym objevem zakona elektromagnetické indukce a svou koncepci silo¢ar
elektromagnetického pole. Ulohu Newtona elektromagnetismu pak sehral James Clerk Ma-
xwell (1831-1879), ktery ve svém ”Traktaté o elektiiné a magnetismu” z r. 1873 sestavil
slavné Maxwellovy rovnice popisujici vlastnosti elektromagnetického pole. Maxwell zaro-
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ven teoreticky zdtivodnil elektromagnetickou povahu svétla a ukazal, Ze jevy spojené s
vlastnostmi elektrického nédboje (”elektfina”), elektrického proudu (”galvanismus”), mag-
netického pole a svétla (optika), jsou jedné a téze elektromagnetické povahy.

V devatendctém stoleti byl tak dovrsen vyzkum mechanickych jevi a elektromagne-
tismu a klasické fyzika tim uzaviena. V prirodé tedy existovaly pouze dvé sily, dva zpiisoby
vzéjemné interakce mezi ¢asticemi: gravitacni a elektromagnetickd. Mezi nimi se vSak pro-
jevoval urcity rozpor. Jak Newtonovy tak Maxwellovy rovnice plati v libovolné inercialni
vztazné soustaveé. PTi pfechodu od jedné inercidlni soustavy k druhé se vSak Newtonovy
rovnice transformuji pomoci tzv. Galileiho transformaci a Maxwellovy rovnice pomoci Lo-
rentzovych transformaci. Fyzika se tak rozdvojila, mechanické a elektromagnetické déje se
zdaly byt neslucitelné. Kromeé toho existovaly nékteré experimenty, jejichz vysledek nedo-
kazala klasicka fyzika vysvétlit: prubéh spektra rovnovazného elektromagnetického zafeni
(tzv. zafeni absolutné ¢erného télesa) a pokus Michelsoniv, ktery svédéil o neexistenci
svételného éteru.

Tyto zdanlivé nepodstatné rozpory vyustily ve 20. stoleti ve vznik moderni fyziky, tj.
fyziky kvantové a relativistické. Pravé koncem roku 1900 vyslovil Planck tzv. kvantovou
hypotézu, jiz vysvétlil zaieni absolutné cerného télesa, a v r. 1905 publikoval Einstein
(1879, rok Maxwellovy smrti - 1955) praci o specidlni teorii relativity. V ni pfeklenul
rozpor mezi Newtonovou a Maxwellovou fyzikou a fyziku opét sjednotil. Pfedpoklad o
existenci svételného éteru se teorii relativity stal zbytecnym. V roce 1916 vytvoril Einstein
i obecnou teorii relativity jako moderni teorii gravitace. Gravitacéni sily podle této teorie
souviseji se zakfivenim prostorocasu. Jak specidlni, tak obecna teorie relativity pirechazeji
pri rychlostech objekt podstatné mensich nez je rychlost svétla ve vakuu a pii slabjch
gravitacnich polich v teorii Newtonovu.

Prelom 19. a 20. stoleti je téz poznamenan objevem radioaktivity a vznikem jaderné
fyziky, ktera tak vyznamnym zptisobem zasahla do Zivota celého lidstva. V jaderné fyzice
se uplatni dalsi dvé prirodni sily - tzv. silna, ktera udrzuje nukleony v atomovych jadrech
a slabé, ktera se projevuje pfi radioaktivni preméné beta za vzniku neutrin. Moderni
fyzika odhalila v kosmickém zafeni a pomoci urychlovact obrovské mnozstvi ¢astic, jejichz
vlastnosti studuje a snazi se je uttidit a vysvétlit. Mezi vSemi témito ¢asticemi ptisobi ¢tyri
zakladni sily prirody: gravitacni, elektromagneticka, silna a slaba.

V nedévné dobé se podarilo prokéazat, ze i elektromagnetickd a slaba interakce jsou
téze podstaty a tvoii jedinou silu elektroslabou. V priibéhu historie fyziky od Newtona
a Maxwella k dnesku tak probihd Usili o sjednocovani interakci, které pokracuje i dnes.
Fyzika se pokousi prokézat, ze i silné a elektroslabé interakce jsou téze povahy, a ze k nim
konec¢né pristupuje i sila gravita¢ni. Tim by vznikla idea jediné ptirodni sily sjednocujici
vSechny pfirodni jevy a déje. Fyzika ovSem nemiize k takovému zavéru dojit pouhym
uvazovanim, musi matematicky vypracovat a zddvodnit prislusnou teorii a jeji zavéry
experimentalné ovérit. To vede ke snaze budovat stale vétsi a vétsi urychlovace a také k
intenzivnimu vyzkumu jevt v kosmu. Sjednocovani interakci ma totiz tésnou navaznost na
vyvoj vesmiru podle hypotézy o tzv. ”velkém tfesku”. Pravé v pocatcich vyvoje vesmiru
by se mély vSechny ¢tyfi (resp. tfi) interakce uplatiiovat rovnocennym zpusobem a teprve
v pribéhu dalsiho vyvoje a rozpinani vesmiru se postupné oddélovat. Tak jako pocatky
vzniku védecké fyziky v 17. stoleti jsou spjaty s astronomickymi pozorovanimi slunecéni
soustavy, je i dnes fyzika stale vice propojena s astrofyzikou. Vesmir zlUstava nejvétsi
fyzikalni laboratofi.
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MATEMATICKY

1. Diferencialni a integralni pocet

Derivace funkce jedné redlné proménné f(x) v bodé
xo je definovana jako

f(zo) = dim flao + AAQZ i AG) )

(M.1)

Z obr. M 1 je vidét, Ze tato derivace vyjadiuje smér-
nici teény ke grafu funkce f(x) v bodé xo rovnou tg a.
Derivace funkce je tedy sama opét funkci a lze ji zapi-
sovat ve tvaru

_ 4

fl(m) - d.?: ’

kde dx nazyvame diferencidlem nezdvisle proménné a
df diferencidlem funkce. Zatimco pod diferencidlem
nezavisle proménné dx miizeme rozumét prosté libo-
volnou nekone¢né malou zménu proménné z, diferen-
cial funkce df jiz podstatné zavisi na vlastnostech této
funkce. Vlastnostmi funkci, podminkami existence a
vlastnostmi jejich derivaci a diferencialii se zabyva ma-
tematickd analyza a nebudeme je zde rozebirat. Dile-
Zité je si vSak uvédomit, Zze nekoneéné malé veli¢iny
dx, df nejsou nulové, a proto je mozno jimi nasobit i
délit.

(M.2)

APARAT

obr. M 1

Pfi po¢itani s derivacemi plati pravidla pro derivaci linedrni kombinace funkci (Cq, Co, ...
jsou konstanty), souéinu a podilu funkeci a derivaci funkce slozené:

f=0ChH+Cfa + .., f=Cfi+Cafy+ ...
f=rhr, ff=»HkL+ Ak

, , (M.3)
fZ%, f/zflfzf—flfz
=191, L =dE=F9d@).

Carkou zde vzdy oznac¢ujeme derivaci funkce podle celého argumentu. Vidime, Ze po-
sledni vztah jsme vlastné dostali rozsifenim vyrazu pro derivaci % diferencidlem dg.

Ve fyzice se nejcastéji setkavame s funkcemi vice proménnych, zavislych na prostoro-
vych soufadnicich a na ¢ase. Potom zavadime pojem parcialni (¢dstecné) derivace podle
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jedné z proménnych; ostatni proménné pritom povazujeme za konstanty. Jsou-li napii-
klad z, y, z kartézské souradnice a t ¢as, bude parcialni derivace funkce f(x,y,z) podle

soufadnice x
of . flx + Az,y,zt) — f(z,y,2,1)
— = lim
ox Az—0 Ax

. (M.4)

Vidime, Ze prirtistek dostava pouze proménnd x, ostatni proménné se nemeéni. Se sym-
boly 0 f, Ox uz nemiZeme zachazet jako se samostatnymi veli¢inami a vyraz % nemuzeme
chapat jako podil dvou diferencidlti, ani ho oznacovat ¢arkou. MuZeme ovSem zavést dife-
rencidly nezavisle proménnych dz, dy, dz, dt a sestavit takzvany totdlni (uplnyg) diferencidl
funkce (novéji tplnou diferencidlni formu) ve tvaru

df = %dm + ggjjd’y + %dz + %dt. (M.5)

Ve fyzice byvaji soufadnice x,y,z zpravidla funkcemi ¢asu x(t), y(t), z(t); funkce
proménnych f [x(t), y(t), z(t), t] je tedy vlastné slozenou funkci Casu. Zavisi na case
jednak pfimo (explicitné), jednak nepfimo (implicitné) prostfednictvim soutadnic z, y, z.
Muzeme ji tedy derivovat podle ¢asu jako slozenou funkci a dostaneme

G _ofde  ofdy  ofds of

_of of 97 . M.
At~ Oxdt oyt " ozdt T ot (M.6)

To je vlastné uplnd (totdlni) derivace funkce f podle ¢asu a ve fyzice ji oznacujeme
teckou. Teckou oznacujeme také derivace funkci jedné proménné zavislé na case:

o af. af.  of. 0
i) = 8%55 + ajyfy' + a—iz’ + a%‘ (M.7)

. , p . L. . . df . of
Odtud je téz patrny rozdil mezi casovymi derivacemi 3 a 5y .

Derivace funkci jsou opét funkcemi a lze je déle derivovat. Tim dostavame derivace
vyssich fadd. U funkci jedné proménné je oznacujeme
d*f
1! n
) = —5, T) = —% M.8
) = g 1) (M)
atd.

Se symboly v citateli a jmenovateli opét nemizeme zachazet samostatné. U funkci
vice proménnych pak dostavadme vyssi derivace bud podle jedné proménné nebo derivace
smisené:

FPff Pf
0x2 "’ 0y3 ' 020z

(M.9)

apod.

Dalo by se ocekavat, Ze derivovani u smiSenych derivaci nebude zaviset na poradi
proménnych. Neni to sice samoziejmé, ale v matematické analyze se dokazuje, ze pokud
jsou prislusné derivace spojité, plati Schwarzova véta o smisenych derivacich

0% f - 0% f
oxdy  Oydx '

(M.10)
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Tato véta je dilezitou praktickou kontrolou toho zda néjaka linearni diferencialni forma
je nebo neni tplna. Mame-li naptiklad malou zménu funkce ve tvaru

Sf = a(zv,y,2)de + b (z,y,2)dy + c(x,y,2) dz, (M.11)

NG v s s .y , . 5} 0 o .
sta¢i proveérit, zda se funkce a, b, ¢ chovaji jako parcialni derivace (‘T{Z’ 6—5, 8—£,t3. zda pro

né plati vztahy (M.10). Potom muzeme formu §f oznaéit jako totélni diferenciél df.

Ve fyzice fesime takzvané pohybové rovnice. Pro fyzikalni soustavy, které maji koneény
pocet stupriii volnosti s (volny hmotny bod 3, soustava N volnych hmotnych boda 3N, tuhé
téleso 6) jsou to obycejné diferencidlni rovnice druhého Fadu, resp. jejich soustavy. Maji
nekone¢né mnoho feSeni zavislych na 2s integrac¢nich konstantach jako parametrech. V
daném konkretnim pripadé jsou tyto konstanty uréeny tzv. pocdtecnimi podminkami. Pro
dany okamzik (napf. pro ¢ = 0) musime pfitom zadat soufadnice a slozky rychlosti vSech
bodi tvoricich soustavu, coz da praveé 2s potiebnych vztahti. Pro soustavy o nekone¢ném
poctu stupnt volnosti, jako jsou pruzné télesa, tekutiny nebo pole, musime fesit parcialni
diferencidlni rovnice s tzv. okrajovgmi (hraniénimi) podminkami.

Reseni diferencialnich rovnic je obecné slozité zalezitost. Uvedeme si pouze dva jed-
noduché, ¢asto se vyskytujici piipady. Casto je mozno u diferencidlni rovnice provést tzv.
separaci proménnych. Méjme napriklad rovnici

dx
— = t M.12
= @) g (M.12)
kde f , g jsou zadané funkce. Tuto rovnici mdzeme uvést na tvar
d
ST = gt dt, (M.13)

kde se na levé strané rovnice vyskytuji pouze funkce proménné = a na pravé strané rovnice
funkce proménné t¢. Integraci obou stran rovnice muzeme dostat hledanou funkei z(t);
pritom nesmime zapomenout pric¢ist integra¢ni konstanty.

Jinym castym pripadem jsou linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty.
Uvazme napiiklad neznamou funkci ¢asu z(t), ktera ma spliiovat rovnici

asd + a1& + apxr = b(t). (M.14)

Tato rovnice je nehomogenni, nebot na pravé strané vystupuje zadand, znamé funkce
Casu b(t). V teorii diferencidlnich rovnic se dokazuje, Ze obecné feSeni takové rovnice je
souc¢tem obecného FeSeni x,(t) piislusné homogenni rovnice (kterd vznikne polozime-li
pravou stranu b(t) = 0) a partikularniho (zvlastniho) FeSeni xz,(t) ptavodni nehomogenni
rovnice. Pod obecnym feSenim rozumime feseni zavislé na (v daném piipadé dvou) inte-
gracnich konstantach, které musime nakonec urcit z pocatecnich podminek, partikularni
feSeni je libovolné konkretni feSeni splnujici ptivodni nehomogenni rovnici. Toto feSeni
musime prosté uhadnout; i na to ovsem existuji ovsem metody. Nékdy je to snadné; je-li
napiiklad funkce b(t) = by konstantni, bude hledané partikularni feSeni zfejmé rovno
zp(t) = by / ap, jak se lze presvédcit dosazenim. Vysledné obecné feseni nehomogenni
rovnice bude tedy

z(t) = zo(t) + zp(t) = C1 xo1(t) +C2 zo2(t) + xp(2). (M.15)
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Reseni homogenni rovnice x,1, o2 hleddme ve tvaru funkce z(t) = e Po dosazeni
do homogenni rovnice a zkraceni (vzdy nenulovou) velicinou e dostaneme takzvanou
charakteristickou algebraickou rovnici

as a® + a1 a + ay = 0, (M.16)

kterou snadno vyresime. Mé obecné dva kofeny ay, ag, jimz odpovidaji dvé linedrné ne-
zavisla feSeni homogenni rovnice. Mame tedy

zo(t) = C1p e ® 4 0y 22 (M.17)

K tomuto feseni pficteme z,(t) a pak ur¢ime integra¢ni konstanty z poc¢ate¢nich podminek.

Pripomeneme nyni derivace a integraly nejcastéji pouzivanych elementarnich funkei:

funkce def. obor derivace funkce def. obor derivace
C (—o0, o0) 0 " (—o0, 00) "l
a® (—o0 0) a*Ina (a > 0) e’  (—o0, 0) e’
log, = (0, 00) 1 log, e (a,z > 0) Inz (0, o0) %
sin x (—o0, ) cos x cosx (—oo, o0) —sinx
tgr [z # (n+ 3)7] I cotgr  [r # nm] _sin12 -

Pii derivovani funkce z™ predpokladame pro x > 0 n redlné a pro z < 0 n celé. Pfipo-
menme jesté priblizné hodnoty cisla e = 2,71828... a log;ye = 0,43429... .

Kromé téchto funkci znamych ze stredni skoly se casto setkavame s funkcemi inverz-
nimi k funkcim trigonometrickym; jsou to takzvané funkce cyklometrické: arkussinus, ar-
kuskosinus, arkustangens a arkuskotangens. Protoze goniometrické funkce jsou periodické,
musime se pii definovani funkci k nim inverznich omezit na interval, kde je pfislusna go-
niometrickd funkce prostou. Hodnoty jednoznac¢né definovanych cyklometrickych funkci
nazyvame hlavnimi hodnotami (viz obr. M 2).

Mezi trigonometrickymi a exponencialnimi funkcemi plati dualezité vztahy

1x -1z 1x -1
cosr = % , sinz = % . (M.18)

Podobné lze definovat funkce hyperbolicke vztahy

T —x r _ inh. h
coshx = ﬁ, sinhz = u, tghr = S , cotghr = C_OS v ,
2 2 coshx sinhx
(M.19)

16



obr. M 2

které nazyvame kosinus hyperbolicky, sinus hyperbolicky, tangens hyperbolicky a kotan-
gens hyperbolicky. Plati pro né vztah

cosh?z — sinh?2 = 1 (porovnejte s cos’z + sin?z = 1). (M.20)

K hyperbolickym funkcim Ize opét definovat funkce inverzni, které nazyvame funkce
hyperbolometrické a nazyvame argument kosinu hyperbolického, atd. Tyto funkce maji
tésné vztahy k funkci logaritmické:
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argsinhr = In(z + Va2 + 1) pro —o0 < z < +00 (M.21)
argcoshr = In(z = Va2 — 1) = £ In(x + Va2 — 1) pro 1 < z < oo (M.22)

1 1
argtghr = 3 In T j z , pro —1<zx<1 (M.23)
1 1
argcotghr = 5 m 2 [ Ppro lz| > 1. (M.24)
x —_—

Pribéh funkei hyperbolickych a hyperbolometrickych je znazornén na obr. M 3 a M 4.
Uvedeme nyni tabulku derivaci cyklometrickych, hyperbolickych a hyperbolometric-
kych funkci:

y = arcsinxz, y = \/11_7 pro |z < 1 y = arccosz, y = - ﬁ pro |z| < 1
y = arctgr , y = ﬁ y = arccotgr , y = — ﬁ

y = sinhzx , y' = coshz y = coshzx , y' = sinhz

vy = tgh.’L’, yl - 0051112:B vy = COtgh[E, y/ - - sm1112:1:

y = argsinhz , vy = ﬁ y = argcoshx , oy = \/% prox > 1

y = argtghz , ¢ = ﬁ pro |z| < 1 y = argcotghr , 3y = ﬁ pro |z| > 1

Vsechny uvedené funkce, s nimiz jsme se zatim setkali, patii mezi tzv. funkce elemen-
tarni. Jsou tabelovany, jejich grafy a vlastnosti jsou dobie znamy. Pfi feseni nékterych
fyzikalnich tloh se mohou vyskytnout i dalsi funkce, které mezi elementarni nepatii; na-
zyvame je funkce specialni. Tak naptiklad pfi reseni nékterych pohybovych diferencial-
nich rovnic mizeme dospét k integralu, ktery nemiize byt vyjadien pomoci elementarnich
funkci. Piesto vSak povazujeme tlohu za vyfesenu a fikame, Ze jsme nalezli jeji feseni
”v kvadraturach”. Je-li totiz feseni dovedeno do tvaru integralu, mizeme tento integral
vzdy vyjadrit bud v podobé nékteré specidlni funkce, pfipadné ho rozvinout do konvergu-
jici fady a omezit se podle pozadované presnosti na nékolik prvnich ¢lenil anebo, jde-li o
urcity integral, spocitat jej numericky na pocitaci.

Neurcité integraly nékterych jednoduchych c¢asto se vyskytujicich funkci se nazyvaji
"tabulkové”. Patii k nim tyto integraly :
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zn+1

Ja" dx =5+ C (n#—1,pii z <0 piiroz. n) J% = Infz|+C (z#0)
Ja¥dz = £ +C (a>0) Jetdx = e+ C
[sinz dr = — cosz+C fcosx dx = sinz+ C
fsiﬁgx = —cotg x + C (z # nm) Coﬂigx = tgx—I—C(x;é%W—l—mr)
Jtgxdr = — In|cosz|+C Jcotg x dx = In|sinz|+ C
faziixwz:%arctgg—l—C':—%arccotg%—i-K fﬁzln(&?—i—m)—kC
| &% = sy |8+ C (2] # al) | 7% = gy n|5e + C (2| # |al)
f\/adffﬁ:arcsingjLC:—arccosijK(|a:|<|a|) f\/gfjfa?:ln|x—|—\/a:2—a2|+0(]:v|>|a|)
[sinhz do = coshz + C Jcoshz dr = sinhz +C

Sirfﬁéz = —cotgh 2+ C (z #0) fcoj}jgx = tghax+C

(C, K jsou libovolné konstanty).

Pri integrovani plati, Ze integral souctu je soucet integraltl a konstantni koeficient lze
vytknout pred integral:

/[f(a:) + g(z)] dz = /f(x) dx + /g(x) dx /cf(a;) dr = ¢ /f(:c) dx . (M.25)

vvvvvv

prejdeme od proménné z k nové proménné ¢:
v = et), dr = G dt, [ @) de = [ fle) ¢ dt. (M.26)

a metoda integrovdani per partes (po ¢astech) podle pravidla

[ 1@ @ de = 1(@) g(@) ~ [ 9@) @) da. (v.27)
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2. Soutadnice ve fyzice

Fyzikalni pohyb musi byt popisovan vzhledem k néjaké vztazné soustaveé - tfem prosto-
rovym a jedné casové soufadnici. Uvazme napfed pohyb v roviné. V ni mizeme zvolit po-
catek O a dvé vzajemné kolmé osy kartézskych souradnic x, y (nazev podle francouzského
matematika René Descarta, latinsky Cartesia). Na téchto oséch pak vynasime kladné, resp.
zaporné souradnice bodl v roviné. Vzdalenost bodu A od pocatku a vzdalenost bodu A, B
jsou podle Pythagorovy véty rovny (obr. M 5)

r = 0A = /22+y?, AB = \/(w2—$1)2+(y2—y1)2. (M.28)

Casto je vyhodné pouzivat misto kartézskych soufadnic poldrni souradnice. Jsou to
vzdalenost bodu od pocatku r > 0 a polarni thel 0 < ¢ < 27, ktery ode¢itdme od dané
poloosy vychézejici z pocatku, napr. podél osy x, proti sméru hodinovych rucicek
(obr. M 6).

Mezi polarnimi a kartézskymi soufadnicemi plati jednoduché prevodni vztahy

T =T cosp, Yy =7Tsng; r = /22 +9y?, tg@z%. (M.29)

P1i integrovani v roviné potfebujeme znat diferencidlni element plochy, tj. plosku, ktera
vznikne, dostanou-li souradnice malé, diferencidlni prirtstky. V kartézskych a polarnich
soufadnicich jsou zfejmé tyto elementy (obr. M 7)

dS = dz dy, dS = rdrdp . (M.30)
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Pfejdeme nyni do prostoru. Opét zde mtzeme zavést kartézské soutadnice x, y, z a uréit

vzdalenost dvou bodu jako

r o= \/(wz — 1)+ (Y2 —y1)? + (22 — 21)2 . (M.31)

V trojrozmérném piipadé musime davat pozor na vzadjemnou orientaci os v poradi
x, Yy, z. Mame-li pravotoc¢ivy sroub a budeme jim otacet od kladného sméru osy x nej-
kratsi cestou ke kladnému sméru osy y a bude-li se Sroub pritom posunovat v kladném
sméru osy z, nazyvame takovou kartézskou soustavu pravotocivou. Zménime-li u pravo-
tocivé kartézské soustavy smysl jedné nebo vSech tii os, dostaneme soustavu levotocivou.
Vsechny prostorové kartézské soustavyu se tedy rozpadaji na dvé velké skupiny, soustavy
pravotocivé a levotocivé, které nelze navzajem prevést pouhym posouvanim a natacenim
(obr. M 8). Abychom se vyhnuli moznym problémtm se znaménky riznych fyzikalnich
veli¢in, budeme soustavné pouzivat napriklad pravotocivé kartézské soustavy.

V ptipadech, kdy fyzikalni soustava vykazuje valcovou symetrii, je vhodnéjsi pouzivat
vdlcové neboli cylindrické soutadnice R, ¢, z. Je to vlastné kombinace polarnich soutrad-
nic R, ¢ v rovin€ kolmé k ose valce a kartézské souradnice z ve sméru osy. Konecné v
pripadé kulové symetrie jsou vhodné kulové neboli sférické soutadnice r, ¢, 6 (obr. M 9).
Soufadnice r > 0 predstavuje vzdalenost bodu od pocatku, 0 < ¢ < 27 je polarni thel
v roviné z, y odeéitany od osy x a 0 < # < 7 thel ode¢itany od sméru osy z. Uhel ¢
je tedy vlastné zemépisna délka odecitand od nulového poledniku vychodnim smérem do
360° a 0 zemépisna Sitka odecitana nikoli od rovniku ale od severniho pélu. Oznaéime dale
vzdalenost projekce bodu do roviny x, y od pocatku jako R = r sinf. Pak dostavame
vztahy

x = Rcosp = rsinflcosp, y = Rsing = rsinfsing, 2z = r cosf (M.32)

r = /$2+y2+z2’ tggp = %’ Cose = \/;72. (M33)
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Uvedeme jesté diferencialni element na valcové ploSe v cylindrickych soufadnicich a na
kulové plose ve sférickych soutadnicich:

dS = Rdpdz, dS = r* sinf dpdd (M.34)
a diferencialni element objemu v kartézskych, cylindrickych a sférickych soutadnicich:

dV = dxdydz, dV = RdRdpdz, dV = rdf Rdpdr = r* sinf dr do df .
(M.35)

Ve fyzice je dilezité zkoumat, jak se méni matematické vyjadfeni jednotlivych fyzikal-
nich veli¢in pfi transformacich soutadnic. Uvazme nyni kartézské soutadnice v prostoru
a provadéjme jejich transformace. Budeme pfitom uvazovat jen tzv. euklidovské trans-
formace, pfi nichz zistavaji zachovany vzdalenosti mezi dvéma body a thly mezi dvéma
sméry. Jednou z moznych takovych transformaci je translace, rovnobézné posunuti vsech
t¥1 os do nového pocatku (obr. M 10). Je-li ¢ vektor spojujici ptivodni pocatek O a novy
pocatek O, dostdvdme mezi ptivodnimi soufadnicemi x, y, z a novymi soufadnicemi
2', 1y, 2 transformac¢ni vztahy

¥ =z-0,, ¥ =y—o0y, Z =z2-0,. (M.36)
Dalsim dtlezitym pripadem transformace soufadnic je rotace, pootoceni jedné kar-
tézské soustavé vici druhé, pricemz obé maji tyz poc¢atek O = O'. VSimneme si napied

7 vz

pootoceni carkované soustavy viiéi necarkované kolem osy z o tithel . Z obr. M 11 snadno
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odvodime transformac¢ni vztahy

¥ = xcosp + ysing x = x'cosp — y'singp
y = — xsing + ycosp y = a'sinp + 1 cos. (M.37)
2=z z =2

Je-li kartézska soustava pravotociva (levotoéiva), bude i soustava vzniklad pootocenim
rovnéz pravotoiva (levotociva). Prechod od pravotocivé k levotocivé soustavé muzeme
dosahnout dalsi transformaci, kterou nazyvame inverze. Pfi ni se zméni znaménka vsech
t¥i soutadnic:

=z, Yy =-y, Z=-=z2. (M.38)

Ve fyzice misto oznaceni soufadnic z, ¥y, z Casto pouzivame zapisu x;, i = 1,2, 3, kde
r1 =T, xo = ¥y, T3 = 2. SouCasné pro zjednoduseni zapisu pouzivame tzv. Finsteinovo
sumacni pravidlo, podle kterého vyraz, v némz se objevuje néjaky index dvakrat, je tfeba
povazovat za sumu a s¢itat podle tohoto indexu od 1 do 3. Tak naptiklad z;x; = z121 +
Too + w373 = 2 + y% + 22 = r? se rovna &tverci vzdalenosti daného bodu od poé&atku.

Rotace v prostoru (kolem libovolné osy prochézejici poc¢atkem) a inverze tvori t¥idu
obecnyjch ortogondlnich transformaci, které zachovavaji vzdalenosti a kolmost (ortogona-
litu). Tyto transformace mtizeme zapsat pomoci transformacni matice a;; (je to vlastné
¢tvercova tabulka deviti ¢isel udanych indexy i, k):

3
T, = Zaik Tp = 04 Tk - (M.39)
k=1

Pro vyse uvedeny pfipad rotace soustavy kolem osy z je transformacni matice rovna

cosep singp 0
ajr, = | —sing cosp 0 | . (M.40)
0 0 1

Aby trasformace zachovavala vzdalenosti, musi platit pro transformac¢ni matici pod-
minka ortogonality. Pfirovname-li ¢tverec vzdalenosti bodu od pocatku v carkované a
necarkované soustavé, dostaneme podminku

12 ) 2
Y= I = 0TIy = G0GETTE = T = T (M.41)
(uvédomme si, Ze séitaci index, ktery se objevuje dvakrat, mizeme oznaéit libovolnym pis-
menem a mame-li soucin dvou rtiznych sum, musime volit pro kazdou z nich jiné oznaceni
s¢itaciho indexu).

Aby podminka ortogonality M.41 byla splnéna, musi pro matice cyy platit

Q5 QG = 5jk . (M.42)
Tzv. Kroneckeriv symbol ;; je definovan jako rovny jedné, jsou-li oba jeho indexy

stejné i = j, a nule, jsou li rtizné i # j. Predstavuje tedy diagondlni matici

100
8i; = 0 |. (M.43)
1

01
00
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Muzeme jesté zapsat obecné vyjadreni pro zpétnou transformaci, od ¢arkovanych sou-
fadnic k necarkovanym. Vynasobime-li transformacni vztah M.39 matici o;;, dostaneme

/

Oéij X,

i = yj g o = O T = T (M.44)

Pozménime-li oznadeni indexti (misto j napiSeme ¢ a misto i k), dostaneme
/
Ti = Qi Ty - (M.45)

Srovname-li tento transformac¢ni vztah s pfimou transformaci M.39, vidime, Zze ma-
tice zpétné transformace je vii¢i matici pfimé transformace transponovana (mé zaménéno
poradi indext, tj. fadky za sloupce a naopak).

3. Skalary, vektory a tenzory

7 matematického hlediska maji fyzikalni veli¢iny charakter skalari, vektort a tenzoru
druhého pifipadné vyssich fadd. Vektor miizeme pritom povazovat za tenzor prvniho fadu,
skalar za tenzor nultého fadu. Skaldry (od latinského scala, skdla) jsou dany cislem, vét-
Sinou redlnym, a jeho hodnota zavisi pouze na zvolené jednotce. Vektory v trirozmérném
eukleidovském prostoru predstavuji usporadané trojice Cisel, které muzZeme zapisovat po-
moci jediného indexu jako a;, i = 1,2,3.1. Tenzory druhého fadu zapisujeme pomoci dvou
indexti a; (predstavuji tedy ¢tvercovou matici), tenzory vyssich fadt maji pak tii a vice
indexu. Skalarem je tfeba hmotnost nebo elektricky naboj, vektorem rychlost, zrychleni,
sila apod., charakter tenzoru méa napf. moment setrvacnosti, mechanické napéti, elektro-
magnetické ¢i gravitacni pole aj.

Ve skutec¢nosti nejde pouze o to, kolika indexy je ta kterd veli¢ina popsana, kolik
m4 prvkl (soufadnic). Dtlezité je jakym zpiisobem se tyto soufadnice transformuji pfi
ortogonalnich transformacich soustavy soufadnic. Skalary, které nazyvame téz invarianty,
se pii transformacich soufadnic neméni: a’ = a. Vedle pravych skalart existuji také
pseudoskaldry, které pfi inverzi méni znaménko.

Pravé neboli polarni vektory maji souradnice, které se transformuji stejné jako sou-
fadnice bodti, tj. podle M.39:

a, = oy ay . (M.46)

)

P1i inverzi tedy soufadnice vektorii méni znaménko, smér vektoru se ovSem nemeéni. Exis-
tuji téz vektory nepravé neboli axidlni (pseudovektory), které pfi inverzi znaménko neméni.
Patii k nim naptiklad moment hybnosti, moment sily apod. Pravé pfi pocitani s pseudo-
vektory musime dbét, abychom pouzivali dtisledné pravotodivou soustavu soufadnic. 2

1V teorii relativity pFistupuje ¢tvrta soufadnice a indexy vektord v takovém &tyfrozmérném prostoru
oznacCujeme Feckymi pismeny, napt. a” nebo a,, 4 =0,1,2,3

ZSnadno se presvédéime, ze skalarni soudin dvou polarnich vektorii i dvou axidlnich vektort je skaldr,
skalarni soucin polarniho a axidlniho vektoru je pseudoskalér, vektorovy soucin dvou polarnich vektoru je
axidlni vektor (pseudovektor).
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Tenzory druhého fadu se transformuji jako souciny souradnic vektord. Jednou z moz-
nosti, jak ziskat tenzor je totiz vytvorit soucéin souradnic dvou vektort: a;; = b;c. Takovy
tenzor se pak bude transformovat podle pravidla

ay, = by ¢, = by ke, = agiag ajp - (M.47)

Vsimneme si nyni blize vlastnosti vektort. V matematice je vektor (ozna¢ime ho @)
zcela obecné definovan jako prvek mnoziny (vektorového prostoru), v niz je zavedena
operace s¢itani vektoru (soucet dvou vektoriu je opét prvkem této mnoziny) a nasobeni
vektoru ¢islem (vysledny vektor je opét prvkem mnoziny). Pro tyto operace pak musi
platit komutativni, asociativni a distributivni zakony:

-,

A+b=b+d, a+((b+3)=(@+b+¢ oBa)=(ap)d,

-,

(a+p) d=ai+pd, o(d+b)=ai+ ab,

musi byt definovan nulovy vektor 0 takovy, Ze
i+0=a, 0da=0, a0=0

(rovnost ad = 0 nastane pravé tehdy, kdyz a = 0 nebo @ = 6), dale ke kazdému vektoru
opacny vektor —a tak, aby

i+ (—d)=0, b+ (-@)=b—a=% =b=a+, - (ad)=(—a)di= (-0

(tim je vlastné definovano odeciténi vektori) a pii nasobeni ¢islem 1 musi vektor zistat
beze zmény: 1d = d.

Takto definovany vektorovy prostor mize byt tvofen nejriznéjsimi objekty - funkcemi,
mnohocleny, usporadanymi n-ticemi ¢isel apod. Omezime se na usporadané trojice real-
nych ¢&isel; tato ¢isla budeme nazyvat kartézské souradnice vektort: @ = (a1, ag, ag). Dva
vektory budeme povazovat za totozné, budou-li si jejich odpovidajici kartézské souradnice
rovny. 3

Soucet dvou vektort a soucin vektoru a c¢isla zavedeme vztahy

@+ b= (a1 + b1, ag + be, ag+b3), ad = (aay, aaz, aas), (M.48)

nulovy vektor jako 0 = (0, 0, 0) a vektor opatny k @ jako —@ = (—a1, — ag, — as).
Snadno ovéfime, Ze budou splnény vyse uvedené pozadavky na vektorovy prostor.

Takto zavedeny vektorovy prostor ma pfimy vztah k bodim trojrozmérného euklei-
dovského prostoru a ma nézornou geometrickou interpretaci. Tyto vektory mizeme chépat
jako uspofadané dvojice bodu (”sipky”) AB a soufadnice vektoru jako rozdily kartézskych
soutadnic téchto bodi. Vztahy mezi vektory pak mtzeme vyjadifovat jak v soufadnicové
podobé tak geometricky, pri cemz geometrické vyjadreni je obecnéjsi, neni zavislé na druhu
zvolenych soutadnic. Tak s¢itani dvou vektori a nasobeni vektoru ¢islem miizeme nazorné
geometricky definovat pomoci pravidla rovnobézniku a ndsobenim tsecky (obr. M 12). Z

3Jde tedy o tzv. vektory volné, jejichz poéateéni bod miizeme umistit v libovolném bodé. Vedle toho
zndme vektory véazané, které maji poc¢ateéni bod (pilisobisté) vdzano na uréity bod a vektory klouzavé,
které je mozno libovolné pfemistovat podél jejich vektorové primky.
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asociativnosti s¢itani vektori téz plyne, ze pii séitani vice vektortt muzeme postupné pri-
kladat zacatek dalsiho vektoru ke konci predchazejiciho a najit vysledny vektor spojenim
pocatku prvniho a konce posledniho (obr. M 13a). Z pravidla o séitani vektort také snadno
najdeme rozdil vektorti (obr. M 13b).

Snadno se presvéd¢ime, ze délka tsecky reprezentujici vektor, tj. podle Pythagorovy

véty veli¢ina
a = g = \/a?+a3+ a3 = Vaa; (M.49)

zustava invariantni, neménnd pfi transformaci souradnic vektoru M.46. Tak mizeme vek-
toru prifadit invariant (skaldr) M.49 nazyvany délka, velikost, absolutni hodnota, norma
nebo modul vektoru. Vektor o délce rovné 1 nazveme jednotkovy. Zavedeme-li ortonormalni
vektory kartézské béaze (orty), tj. Jednotkove vektory ve smeru kartezskych 0s souradmc
oznacované o, Jo, Zo nebo také i,7,k, o soufadnicich i = (1,0,0), j = (0,1,0), k =
(0,0,1) mtizeme kazdy vektor vyjadfit jako soucet

@ = (a1,a9,a3) = a1i+ag) +ask = @ +dy+ads, (M.50)

tj. rozlozit jej do slozek @y, da, ds podél kartézskych os. Takzvany polohovy vektor (ne-
pékné "radiusvektor”) daného bodu A spojuje pocatek soustavy soufadnic s timto bodem
a mé tedy soutadnice 7= (z,v, 2), kde =, y, z jsou zaroven soufadnice bodu A.
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Eukleidovsky trojrozmérny vektorovy prostor je specialni typ vektorového prostoru, ve
kterém muzeme kromé sc¢itani vektoru a nasobeni vektoru ¢islem zavést dalsi vektorové

operace, skalarni a vektorové nasobeni vektorti (nikoli déleni).
Skaldrni soucin dvou vektort @, b je definovan jako ¢islo

@-b=ab cosy, (M.51)

kde a, b jsou velikosti obou vektori a + uhel mezi nimi (obr. M 14a).

Odtud plyne, Ze je-li @- b= 0, musi byt bud jeden z vektoru nulovy nebo musi byt oba
vektory vzaJemne kolmé. Pro vektory i ], k ziejmeé plati 7-i= ] ] =k k= 1, i-j j=
ik = R k = 0. Vyjadfime-li nyni vektory @, b ve tvaru M.50 a skalarné vynasobime,
dostaneme pro skaladrni soucin souradnicové vyjadieni

a- g = a1by + asbs + agbs = a;b; . (M52)

Je vidét, ze absolutni velikost vektoru muzeme vyjadfit téz jako a = v/d - d. Snadno se
presvédcime, zZe pro skalarni soucin plati komutativni a asociativni vztahy
i-b="b-d, a@hb = (ad)b, a (b+é =a-b+a-c, (M.53)
ale obecné @(b - ) # (@ - b)é I\,
Vektorovy soucin dvou vektord je definovan jako vektor

ixb =2, kde ¢ = ab siny (M.54)

a jeho smér je kolmy k obéma vektorim &, b. Smysl vektorového soucinu urc¢ime tak, ze se
budeme pohybovat od vektoru @ k vektoru b kratsi cestou (tj. pro 0 < v < m) a vektor ¢ pak
bude mifit ve sméru pohybu pravoto¢ivého Sroubu (pouzivame-li pravotoéivou soustavu
soufadnic!) (obr. M 14b) .V levotoéivé soustavé bude mit smér opaény a vektorovy soucin
dvou pravych vektort je tedy pseudovektor. Velikost vektorového soucinu je ziejmé rovna
obsahu rovnobézniku vytvofeného z vektort @, b.Jellia@xb= 0, musi byt bud jeden z
vektortt nulovy nebo oba vektory rovnobézné. Proto také @ x @ = 0.
Na rozdil od skalarniho soucinu je vektorovy soucin antikomutativni:

d=bxd=basn@r—v) = —axb= —¢. (M.55)
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Provektoryz ],k‘platlzxz ;x_' Exg—ﬁ Zx; E,j E:“,Ex?:
j, JX i= —k k x ] = —i, i X k= —] Vyjadrlme— li vektory @, b ve slozkach podle
M.50 a vektorové vynasobime, dostaneme

a x g = ( a2b3 — agbg, a3b1 — albg, a1b2 — a2b1 ) . (M56)

Vektorovy souc¢in M.56 mizeme také zapsat ve formé vektorového determinantu

- - —

. i j k
axb = ap az as|- (M57)
by by b3

Zavedeme-li Levi-Civitiiv symbol €;5, rovny nule, jsou-li kterékoli dva jeho indexy
stejné, rovny jedné, jsou-li vSechny tii indexy rtizné a tvoii sudou permutaci ¢isel 1, 2,
3 a rovny minus jedné, tvori-li tyto indexy lichou permutaci, mtizeme vektorovy soucin
zapsat v elegantnim tvaru

Ci = Eijk aj bk . (M58)

Pres indexy j a k se ovSem scita, vyraz M.58 udava i—tou slozku vektorového soucinu.
Pro vektorovy soucin plati vztahy

— —.

ixb=—bxa, a(@xb) = (a@)xb, ax(b+d) = axb+axe. (M59)

Obecné oviem @ x (b x &) # (@ x b) x & !I.
Smiseny soucin t¥i vektoru d, b, ¢ definujeme jako skalar
(@xb)-& = |axb||e cosy, (M.60)

kdey je thel, ktery svira vektor & s kolmici k roving @, b (viz obr. M 15). Z obrézku je
zfejmy nazorny geometricky vyznam smiSeného soucinu t¥{ vektort. Je-li 0 < v < 7/2, tj
lezi-li vektor ¢ v témz poloprostoru jako vektorovy soucin a x 5, predstavuje smiseny soucin
objem rovnobéznosténu vytvoreného vektory a, l;, ¢ Je-li v = m/2, tj. lezi-li vSechny t¥i
vektory v jedné roviné, je smiSeny soucin nulovy. Je-li 7/2 < v < 7, bude mit smiSeny
soucin zaporné znaménko.

Vzhledem ke svému geometrickému vyznamu nemuze smiseny soucin zalezet na tom,
které dva vektory nasobime vektorové, pokud dodrzime potfadi vSech tii vektord, resp.
jejich sudou permutaci. Plati tedy

(@xb)-¢=(bxd)-a=(Cxa)b. (M.61)

Protoze skalarni soucin je komutativni, nemusime oznaceni soucinti uvadét a mizeme
smiseny soucin psat jen jako @ b €. Zméni-li se poradi dvou sousednich vektort, zméni
smiseny soucin znaménko. SmiSeny soucin muizeme spoditat jako determinant

- - -

. 2 j k . . . a]p ag as
abé =|a; ay a3zl (cii+coj+csk) =|b1 by b3 |. (M.62)
b1 bg b3 C1 (&) C3

Nakonec jesté uvedeme nékteré uzitecné vzorce vektorové algebry. Je to predevsim
vzorec pro dvojity vektorovy soucin znamy jako formule ”bac minus cab”:

x(Exd) =b(@@e —e@-b. (M.63)
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Neékdy se hodi i vzorce

-,

(@xb)-(@xd) = (@-2) (b-d) — (@-d) (b-9) (M.64)

(tzv. Lagrangeova identita), a dale

—. -

(@xb)x(@xd) = [@-(bxd)]e—[@a-(bxd]d (M.65)

= -

axbx@xd)] = (@xa (b-d) — (@xd (b-2). (M.66)

Kratce o nékterych vlastnostech tenzord. V trojrozmérném eukleidovském prostoru méa
tenzor druhého fadu obecné devét prvki, soutradnic:

T T2 Tis
Tk = | 121 Te2 Tos |- (M.67)
T31 T32 T33

Dtlezitym prikladem tenzoru druhého fadu je Kroneckertv symbol §;, M.43. Je to
diagonélni tenzor (m4 nenulové soufadnice pouze na diagonéle matice) a mé tu vlastnost,
Ze je invariantni (izotropni). Pfi pfechodu od jedné kartézské soustavy soufadnic k druhé
se jeho tvar neméni. Z tenzort tfetiho fadu jsme poznali Levi-Civitiiv symbol €;;3, ktery
je rovnéz invariantni, avSak pfi inverzi méni znaménko. Je to tedy pseudotenzor.

Také pro tenzory muzeme definovat fadu algebraickych operaci, jako s¢itani T;p =
Ti(kl) + Tz(kz) (soucet tenzort je tenzor tvoreny soucty odpovidajicich soufadnic) a ndsobeni
Cislem Ty, = aTi(kl) (¢islem néasobime vSechny soufadnice tenzoru). Nasobenim tenzoru
n-tého fadu a tenzoru m-tého fadu vznikd obecné tenzor (n4m)-tého fadu: 75Uk, =
Vijkim- Naproti tomu je mozno provadét i operaci 4Zeni tenzoru, s¢itame-li pfes nékteré
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dvojice jeho indext. Tim vznikaji tenzory nizsich fad. ZuzZenim tenzoru tietiho radu
dostaneme vektor, zzenim tenzoru druhého fadu skalar:

Tiik = ar, T = Sp T = a. (M.68)

(dvakrat se opakujici index je séitaci a ve vysledku se jiz neobjevuje). Suma Tj; je vlastné
soucet diagonalnich prvki tenzoru a nazyva se stopa tenzoru. Oznacujeme ji symbolem
Sp (z némeckého Spur) nebo Tr (z anglického trace). Stopa tenzoru je tedy invariant,
neméni se pti transformaci souradnic.

Lze rozlisit tenzory symetrické, u nichz S;; = Sk; a tenzory antisymetrické pro néz
plati A;;. = —Ay;. Vlastnost symetrie nebo antisymetrie je invariantni, tenzor zlstavéa
symetrickym (antisymetrickym) i pfi transformacich soufadnic. Symetricky tenzor druhého
fadu méa obecné Sest nezavislych, nenulovych prvkd - tii diagonalni a tfi nediagonalni.
Antisymetricky tenzor druhého fadu musi mit na diagonale prvky nulové a ma tedy jen
tFi nezavislé prvky. Takovy tenzor miZzeme odvodit z prvki axidlniho vektoru (ai, ag, as)
jako

0 as —ag
Aik = —asg 0 ai . (M69)
a9 —ai 0

Rik4 se mu tenzor dudlni k axidlnimu vektoru. Piikladem antisymetrického tenzoru
tfetiho fadu je tenzor Levi-Civittv; ma celkem 27 prvkd, z toho 21 nul, 3krat 1 a 3krat
-1. Kazdy tenzor lze jednozna¢né vyjadrit jako soucet symetrického a antisymetrického
tenzoru:

1 1
Ty, = 3 (Tit, + Thi) + 3 (Tik — Tri) = Sik + Ai, - (M.70)

Ve fyzice se Casto setkavame se symetrickymi tenzory. Maji dilezitou vlastnost: Kazdy
symetricky nenulovy tenzor lze vhodnou ortogondlni transformact diagonalizovat, tj. vhod-
nou volbou soutfadnych os prevést na diagonalni tvar

A0 0
Sk =10 X 0 [. (M.71)
0 0 X

Cislim ); se ¥ika hlavni hodnoty tenzoru a osam soufadnic, v nichz m4 tenzor diagonlni
tvar, hlavni osy souradnic. Z prvki symetrického tenzoru druhého radu jako koeficienti
muZeme sestavit rovnici symetrické kvadratické plochy (kvadriky):

Sz + 522y2 + Ss322 + 2812wy + 2S23yz + 2513202 = sgn(|Sik|) ; (M.72)

svislymi ¢arami je zde oznacen determinant matice.
Také rovnici kvadriky lze jak zndmo vhodnou volbou soufadnic pifevést na kanonicky

tvar
/\1%‘2 + )\2y2 + A32’2 = Sgn()\l)\QA?)) . (M73)

Symetricky tenzor lze tedy nazorné geometricky interpretovat pomoci symetrickych kvad-
rik, k nimz patii elipsoid, jednodilny hyperboloid a dvojdilny hyperboloid. Jsou-li hlavni
prvky tenzoru kladné, pfipada v tavahu pouze elipsoid.
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Je-li zadan symetricky tenzor Sz, najdeme jeho hlavni prvky feSenim tzv. sekuldrni

rovnice
Sii—XA  Si2 S13
Sia Ssa—A Sy | = N4+ AN -BAX+C =0. (M.74)

S13 Soz Szz— A
Je to algebraickd rovnice tfetiho stupné pro nezndmou A (vyraz na levé strané je deter-
minant, ktery ¢tenaf jisté umi rozvinout) a ta ndm da pravé tii kofeny, hledané hlavni
hodnoty tenzoru. Koeficienty A, B, C jsou invarianty tenzoru, nezavisi na soustavé sou-
fadnic a maji hodnoty

A= XAN+X+A3 = S11+ S22+ S33 = Si; = SpSik

S11 Sz S22 Sa3 S11 Si3
B = M)\ Ao A3\ =
142+ A2A3 + A3 S12 Sa2 Saz  S33 S13 S33
C = Mhads = |Sil - (M.75)

Symetricky tenzor ma tedy tii invarianty: stopu, soucet hlavnich minort a determinant
prislusejici matici tenzoru.
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4. Kuzelosecky a kvadriky

Kuzelosecky jsou rovinné krivky, které vzniknou jako priise¢nice roviny dvojitou kuze-
lovou plochou; tento zptisob vytvareni kuzelosecek znal a jejich vlastnosti podrobné popsal
jiz starofecky matematik Apollonios z Pergy. Analyticky muZeme zapsat obecnou rovnici
kuzelosecky v kartézskych soutradnicich jako

a11x2 + 2a107y + a22y2 + 2a137 + 2a903y +as3 = 0. (M.76)

Zavedeme diskriminant kuZeloseCky A a diskriminant kvadratickych ¢lent kuzelosecky &
jako
a1l a2 ais

ail a2
A = |ap axp a 0 =

M.77
aiz a2 ( )

a13 az3 ass

Je-li A = 0, dostavame nevlastni (degenerované) kuzelosecky, které predstavuji rizné
dvojice pfimek, riznobéznych, rovnobéznych ¢i splyvajicich. Pro A # 0 mame kuzelosecky
vlastni. Je-li 6 # 0 jsou to kuzelosecky stiedové, stfedové symetrické: elipsa (6 > 0) a
hyperbola (§ < 0). Je-li 6 = 0, mame parabolu.

Elipsu mizeme definovat jako mnozinu boda v roviné, které maji tyz soucet vzdalenosti
od dvou danych bodti, ohnisek. Zvolime-li osy soufadnic v osach symetrie elipsy, dostaneme
rovnici elipsy v kartézskych soutadnicich

=+ 5 =1. (M.78)

Konstanty a, b jsou velkd a mala poloosa elipsy.

Hyperbolu mtzeme definovat jako mnozinu bodi v roviné, které maji tyz rozdil vzdale-
nosti od dvou danych bodti, ohnisek. Zvolime-li osy soufadnic v osadch symetrie hyperboly,
dostaneme rovnici hyperboly v kartézskych soutednicich

L q. (M.79)

Konstanty a, b jsou velkd a mald poloosa hyperboly.

Parabolu miizeme definovat jako mnozinu bodi v roviné, které maji stejnou vzdalenost
od daného bodu (ohnisko, fokus) a dané primky (¥idici pfimka, direktrisa). Zvolime-li osy
soutadnic v osach symetrie paraboly, dostaneme rovnici paraboly v kartézskych souiadni-
cich

v> —2px = 0. (M.80)

Konstanta p se nazyva parametr paraboly a je rovna vzdalenosti ohniska od fidici pfimky.
Ve fyzice je nékdy vyhodnéjsi popisovat kuzelosecku nikoli v kartézskych, ale v po-
larnich soufadnicich. K odvozeni rovnice kuzelosecky v polarnich souradnicich vyjdeme z
obecné definice, podle niz je kuZelosecka rovinna krivka, jejiz body maji konstantni podil
vzdalenosti od ohniska (r) a od fidici ptimky (I) (viz obr. M 16):
r

7=¢= konst . (M.81)
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obr. M 16

Tento podil se nazyva excentricitou e kuzelosecky a podle ni mizeme kuzelosecky klasifi-

kovat nasledujicim zptisobem :

e=0
O0<exl1
e=1
e>1

kruznice

elipsa (ktivka 1)
parabola (ktivka 2)
blizsi vétev hyperboly (ktivka 3)

Pocatek polarni soustavy soufadnic zvolime v ohnisku F' a polarni osu o ve sméru k
nejblizsimu bodu kuzelosecky A,, ktery nazveme perihelium. Uhel ¢ budeme odeéitat od
této osy proti sméru rucicek hodin (obr. M 16). Bod A na obrazku oznacuje obecny bod
kuzelosecky se vzdalenostmi r k ohnisku a [ k fidici pfimce, bod P odpovida polarnimu
thlu ¢ = /2, jeho vzdalenost k ohnisku je rovna p a k Fidici ptimce p’. Délku p nazveme
parametr kuzelosecky. Bod A’ je pata kolmice spusténé z bodu A na polarni osu, bod D
pruisecik polarni osy s fidici pfimkou. Nyni jiz snadno zapiSeme polarni rovnici kuzelosecky.
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Z M.81 mame pro bod P p/p’ =p/FD = e a pro obecny bod A

l:FD—FA’:B—rcoscp,
e
a tedy
Pt ye Cosp . (M.82)
,

Podle hodnoty excentricity popisuje tato rovnice kruznici, elipsu, parabolu a blizsi vétev
hyperboly.
Musi platit p/r > 0. Pro e > 1 této podmince vyhovi i rovnice

Do 14 e cosp. (M.83)
,

Snadno ovérime, Ze tato rovnice popisuje druhou, od ohniska F' vzdalenéjsi vétev hy-
perboly (kfivka 4 na obr. M 16).

Vyjadiime nyni nékteré vlastnosti jednotlivych druht kuzelosecek. Pro excentricitu
e < 1 dostavame elipsu, jejiz zvlastnim piipadem je kruznice. Elipsa je kuzelosecka finitni,
vSechny jeji body lezi v koneénu. Na obr. M 16 je oznaceno i druhé ohnisko elipsy F’ a bod
elipsy nejvzdalenéjsi od ohniska F, A,, ktery nazveme afelium. 4 Vzdélenosti perihelia a
afelia od ohniska F' oznacime 7, a 'maqz. Elipsa je stfedova a osoveé symetricka kuzelosecka
se stfedem S; jeji velkou a malou poloosu oznacujeme a a b.
Z obr. M 16 a rovnice M.82 nyni ur¢ime vzdélenost perihelia (odpovidéa thlu ¢ = 0) a
afelia (¢ = 7):
p p

Tmazx

1+e T 1-¢

Odtud velké poloosa elipsy

Tmin + Tmax _ p
2 1—e2’

a = (M.85)

Malou poloosu musime urc¢it pomoci Pythagorovy véty z trojihelnika SF As na obrazku,
vnémz SA; =b, SF =a—rmin =ae, FA;=(SF+FD)e=ae?+p=a.Proto

b=Val—a2e =avi-e = L. (M.86)

1—e2
Pro parabolu urc¢ime vzdalenost k periheliu jako
p
T'min = 5 y (M87)
pro blizsi a vzdalenéjsi vétev hyperboly
Tmink = P _ ale—1),  Tminw = P _ ale+1). (M.88)
1+4+e e—1

*Nézvy perihelium a afelium jsou odvozeny z astronomickych nazvii pro nejblizsi a nejvétsi vzdalenost
planety od Slunce. Nékdy se fika téz perihel a afel. Studujeme-li obéh Mésice nebo umélé druzice kolem
Zemé, pouzivime nazviu perigeum a apogeum, u obéhu kolem hvézdy nazvi periastrum a apoastrum.
Obecné bychom mohli zavést nazvy pericentrum a apocentrum.
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Odtud pro poloosy hyperboly mame
p

P
— 2 — _
a = — , b aves—1 5 .

(M.89)

Na rozdil od paraboly mé hyperbola asymptoty a;, a2 o rovnicich y = :I:g x.

Prejdeme-li do prostoru, mizeme zapsat obecnou rovnici kvadratické plochy, kvadriky
v kartézskych souradnicich:

a11x2+a22y2+a33z2-|—2a12:1:y+2a23yz+2a13:13z+2a14a:+2a24y+2a34z+a44 = 0. (M.90)

Klasifikaci pripadu této rovnice mizeme opét rozlisit ruzné kvadriky, jednak stredové,
k nimz patii koule, elipsoid, jednodilny a dvojdilny hyperboloid (a také dvojita kuzelova
plocha), jednak nestfedové, k nimz patii elipticky paraboloid a hyperbolicky paraboloid (a
také rizné valcové plochy). Zvolime-li kartézské osy v osach symetrie kvadriky, dostaneme
rovnice kvadrik v nasledujicich kanonickych tvarech:

Pro trojosy elipsoid mame

.’E2 y2 CZ

22
Zv1astnimi pripady obecného trojosého elipsoidu jsou elipsoidy rotacni, které maji dvé
poloosy stejné (napf. a = b). Je-li pfitom tfeti poloosa ¢ mensi, vznikne zplostély rota¢ni
elipsoid, (obr. M 17a), je-li vétsi, vznikne protdhly rotacni elipsoid (obr. M 17b). Jsou-li
vSechny tii poloosy stejné, prejde elipsoid v kulovou plochu.
Pro jednodilny a dvojdilny hyperboloid dostavame rovnice

=+ 5 - 5 o= 4l (M.92)






Tyto hyperboloidy jsou na obr. M 18 a M 19.
K nestfedovym kvadrikdm patii elipticky a hyperbolicky paraboloid. Tyto plochy maji

rovnice ) )
T 1Y% _9,, (M.93)

p q
Elipticky paraboloid (obr. M 20) piechézi pfi p = ¢ ve znamy paraboloid rota¢ni. Hyper-
bolicky paraboloid je na obr. M 21. Lze dokézat, ze jednodilny hyperboloid a hyperbolicky
paraboloid lze vytvorit soustavou povrchovych primek.

Piiklady

1. Pomoci rozmeérové analyzy se pokuste "uhadnout” vzorec pro drahu télesa pii volném
padu.

2.Vypocitejte povrch a objem koule ve sférickych soufadnicich.
3.0véite, ze transformadcni matice rotace kolem osy z je ortogonalni, tj. ze pro
cose sinp 0
Qi = —singp cosp 0
0 0 1
plati ajour = djk, |our| = 1.
4. Rozepiste nebo vypociejte vyrazy ajix;, 0xTr, Q1xTk, i, 0ij0ij, Eijkijk-
5. Urcete |i 4 2], |7 —3k|, |20—37], [i+7]— 2k
[V5, V10, V13, V6]

-, — — -, -

6. Urcete i x (J+ k), @ x (i+]), i - (+k), 7x (i+Fk).

oo e T 427
7. Vypocitejte |i — “=2|.

8. Vypocitejte |a — %L je-lia =1, b= 2 a vektory @,b sviraji thel 7/3.
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2v/3/3]

9. Urcete |2m — 71|, jsou-li m, 7 jednotkové vektory, které sviraji thel 7 /4.

/5 - 2v2)

10. Dokaite, ze vektor @ je kolmy k vektoru b, plati-li |@ + b| = |@ — b).

11. Uréete (@ x b)? + (@ - b)%.

[a%b?]

-,

12. Upravte (d + b) x (@ — ).

[2b x @]

13. Upravte i x (i +j + k) + ( + k) x (i — 27).
[2i]

— —. — —.

14. Které z téchto virazi jsou stejné: a@(b- &), (a-b)e, (¢-a)b, (@-b, (-b)a?

ST

15. Urcete k vektoru @ = (1,3, 5) vektor jednotkovy.
[(1/v/35, 3/v/35, 5//35]

-

16. Uréete jednotkovy vektor ve sméru @ — b, kde @ = (3,2,0), b=(2,1,1).

[%(la la _1)]

17. Uréete jednotkovy vektor ve sméru @ + b, kde @ = (3,3,1), b= (1,-3,2).

[5(4,0,3)]

18. Najdéte jednotkovy vektor kolmy k roviné uréené vektory a = 2 — 2;—# 4]2,
b=i+j

(2] + k)/V5]

— -

19.Uréetec_i><l;, kde 6:22—;', b=2j+k.

[4k — 27 — 1]

- —

20. Uréete @-b, kde a=i+7j, b=2i+j — k.

<y
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21. Urcete jednotkovy vektor ve sméru vyslednice vektort @ = 2 + j—l— /2,
b=i—2j+2k, ¢=-2i+j—k.

(7 + 2k) / V5]
22. Je dén soucet a rozdil dvou vektort: @ + b = (4,2,1), d-— b= (2,3,1). Urcete
vektory @, b a thel mezi vektory @, (@ -+ b).
(3, 2.5, 1), (1, —0.5, 0), cosp =0,974]
23. Pomoci vektorového soucinu urcete plochu trojuhelnika s vrcholy
A(2,3,5), B(4,2,-1), C(3,6,4).
[vV426/2 ~ 10, 3]
24. Urcete objem rovnobéznosténu, jehoZ strany jsou dany vektory a = i+ 25,
b=4j5, c=j+ 3k.
[12]
25. Pomoci skaldrniho soucinu vektor® urcete thly, které sviraji télesové thlopficky
krychle.

(700 30/,  109° 30/]

26. Pomoci vektorového poc¢tu dokazte kosinovou vétu (stranu ¢ vyjadfete pomoci

-,

rozdilu vektort ¢ = a@ — b) a sinovou vétu (uvédomte si, Ze pro vektory stran trojahelnika
plati @ + b+ ¢ = 0 a pouzijte vlastnosti vektorového soucinu).

27. Najdéte slozky vektoru @ do sméru daného jednotkovym vektorem 7 a do sméru
kolmého.

28. Jsou dany vektory @ = i+ j, b = 2 —3j+k, & = 4j — 3k. Vypoditejte

-,

(@xb)xé dax(bxa).

[(23,3,4), (8,—8,1)]

29. Dokazte vétu ”bac minus cab”.

30. Kolik nezavislych prvkti ma obecny symetricky tenzor ctvrtého fadu?

39



. KINEMATIKA CASTICE

1.1 Kinematicky popis pohybu c¢astice

Nejjednodussi fyzikalni soustava je jeden hmotny bod, ktery se pohybuje v prostoru a
case. Pojem hmotny bod je ovSem abstrakce, model, kterym nahrazujeme realnou c¢astici.
Vyjadfujeme jim, ze odhlizime od tvaru a rozméra ¢astice, povazujeme ji za bodovou, a
kromé jeji geometrické polohy v daném okamziku ji pripisujeme pouze jedinou fyzikalni
vlastnost, hmotnost. V tomto smyslu budeme v mechanice ¢asto misto hmotného bodu
hovorit prosté o ¢astici.

V kinematice se zajimadme pouze o priibéh pohybu ¢astice v prostoru a case a nepéat-
rame po pfi¢inach tohoto pohybu a jeho zmén. Predpokladame, ze ¢astice se pohybuje po
spojité ktivce, trajektorii, a snazime se urcit jednak tvar této trajektorie a zdkon pohybu
po ni, tj. polohu &astice na trajektorii v zavislosti na ¢ase. ® Spojita kiivka mé v kazdém
bodé teénu a muZeme zavést pojem okamzité rychlosti ¢astice mifici ve sméru této teCny.

Predpoklddejme nejprve, ze trajektorie castice je zadana. Pak mutizeme od zvoleného
bodu na trajektorii a zvoleného okamziku méfit drahu Gastice s(t), tedy délku kiivky,
kterou éastice za ur¢itou dobu prosla (obr. 1.1). V okamziku ¢ je éastice v bodé daném
proslou drédhou s, v okamziku ¢t + At v bodé s + As. Dréha s tu vlastné predstavuje
parametr udéavajici polohu bodu na kfivce; timto zpiisobem popisujeme napiiklad pohyb
automobilu na dalnici a udavame na kterém je pravé kilometru.

Pritom miZeme zavést stredni rychlost ¢astice v intervalu At

As

<v>= — 1.1
v At ? ( )
okamzitou rychlost ¢astice v okamziku ¢
As ds
t) = lim — = — = 1.2
0= Amar T w T (1:2)
a okamzité zrychleni
Av dv d’s
t — 1' — = —— = — = ) = ”_ 13
o) = T e T (13)

Takto zavedené rychlost a zrychleni jsou skalarni funkce ¢asu a udavaji pouze jak se méni

draha a rychlost pfi pohybu po zadané trajektorii, ve sméru tecny k této trajektorii.
Obecné vsak musime udat polohu castice v prostoru vzhledem k néjaké vztazné sou-

stavé. Tato soustava, napriklad kartézska, je spojena s néjakym tuhym télesem a doplnéna

SPredstava o pohybu &astice po trajektorii jako po spojité kiivce vyplyva z nasi smyslové zkuSenosti.
Ukazuje se, ze v mikrosvété tato predstava neodpovida skutecnosti a pojem trajektorie tam ztraci smysl.
Céstice se v mikrosvété pohybuje podle zékont kvantové mechaniky a v daném okamziku neni mozné
soucasné presné stanovit jeji polohu a rychlost.
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obr.1.1 obr.1.2

hodinami umisténymi naptiklad v pocatku. V mistnosti mohou jako kartézské osy slouzit
prusecnice stén a podlahy. Potom udavame t¥i kartézské souradnice Céstice jako funkce
casu:
z=uxz(t), y=yt), z=z(@t). (1.4)
Soustava t¥i rovnic (1.4) pfedstavuje parametrické vyjadfeni tvaru trajektorie. Rovnici tra-
jektorie v kartézskych souradnicich dostaneme, vylou¢ime-li z rovnic (1.4) éas. Parametrem
pohybu muze byt ovSem i draha: z = z(s), y = y(s), z = z(s). Pfitom s = s[z(t), y(t), z(t)]
vystupuje jako slozena funkce ¢asu. VySe zavedend skalarni rychlost bude
v(t)=%:%i+g—;y+%z’. (1.5)
Zname-li kartézské souradnice Castice jeko funkce Casu, muZzeme Castici prifadit polo-
hovy vektor 7 = [x(t), y(t), z(t)] vychazejici z pocatku soustavy soufadnic a miFici do
bodu, v némz se Castice pravé nachazi. Potom definujeme rychlost Castice jako wektor,
ktery méa velikost rovnou v a smér tecny k trajektorii. Oznacime-li jednotkovy vektor ve
smeéru teény v daném bodé jako 7, muZzeme psat

ds

Zavedeme-li dale derivovani vektorovych funkci podobné jako u skalarnich funkci, dosta-
neme

i) = v T =

dr . T(t+ At) — 7(t) . AF de dy dz
— = lim = lim — = —, =, — | .
dt At—0 At At—0 At dt’” dt’ dt

Z obr. 1.2 je vidét, ze pii At — 0 se velikost vektoru |A7] blizi délce oblouku As a jeho

smeér sméru tecny v bodé 7. To souhlasi s definici vektoru rychlosti, jak jsme ji vyse zavedli.

Mame tedy

(1.7)

dr

T = (g, vy, Vz) = il (z, y, 2) . (1.8)
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obr. 1.3 obr. 1.4

Dale definujeme vektor zrychleni vztahem
dv >
dt — di?
Urcit smér vektoru zrychleni je vSak jiz méné snadné. K tomu acelu zvolime na trajektorii
v tésné blizkosti bodu 7 dva dalsi body. Tfemi body, které nelezi v pfimce, je urcena
rovina (fikdme ji rovina oskula¢ni) a také kruznice poloméru R (nazyvame jej polomér
krivosti trajektorie v daném bod€). V oskula¢ni roviné lezi jednak te¢na, jednak norméla
k trajektorii. Jednotkové vektory ve sméru teény a normdly (sméfujici do stiedu kiivosti)
oznacime 7 a . Kolmo k te¢né i normale sméfuje binormala s jednotkovym vektorem g
(viz obr. 1.3). Trojice kolmych jednotkovych vektort 7, 77, ﬁ tvori pravotocivou soustavu
a doprovazi obecné prostorovou kiivku v kazdém bodé. Studiem téchto vlastnosti kiivek
se zabyva diferencidlni geometrie.
Zderivujeme nyni vektor rychlosti (1.6) podle pravidla o derivovani sou¢inu funkei:

di  dw?)  dv, dF  dv_  dfds  dv_  ,dF

—

= (az, Az, az) = (Vz, Uy, V) = (&, ¢, Z). (1.9)

—

@ a Coa e T @ asa - a U ds
Z obr. 1.4 zjistime, Ze vektor d7 pfi At — 0 nabyva smér normély a pro jeho velikost plati
. |dT| ds

d = —= —,
7] T R

Mame tedy
- Wy Uy (1.10)
a= — —U. )

it R

Zrychleni pfi obecném kiivocarém pohybu lezi tedy v oskula¢ni roviné a ma te¢nou
slozku rovnou derivaci velikosti rychlosti podle ¢asu a normélovou slozku v?/R: ©
dv v?
at = —— ap = — .
a’ " R

5P#i rovnomérném pohybu po kruznici je a; = 0 a a,, = v*>/R zndmé dostiedivé zrychlen.

(1.11)
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obr. 1.5 obr. 1.6

Neékteré kiivocaré rovinné pohyby je lépe popisovat v polarni soustavé souradnic r(t), ¢(t).
Derivovanim uréime vztahy mezi kartézskymi a polarnimi slozkami rychlosti na obr. 1.5.
Protoze x = rcosyp, y = rsiny,

vy = & = Tcosp —rPsing, vy, = y = rsing+rpcosy. (1.12)

Slozky rychlosti ve sméru radidlnim a tecném v, a v, dostaneme pootoc¢enim soufadnych
os o thel ¢ podle vztahii (M. 37), které mizeme aplikovat i na slozky vektoru rychlosti a
zrychleni. Dosadime-li do nich za v, a v, podle (1.12), dostaneme po snadné tpravé

Up = Uz COSQF VSN = 7, v, = —Ugsinp+uv,cosp = 1Y, (1.13)

odkud

v? = vg-i-vz = v3+vi = 7'“2+7“2gb2. (1.14)

Stejné budeme postupovat i u zrychleni. Derivaci slozek rychlosti (1.12) dostaneme

ay = by = (F—rd?) cosp—(2rp+ry) sing, a, = 0, = (F—r¢?) sing+(2Fo+r@) cosp .

Pro slozky zrychleni v polarnich soufadnicich pak dostaneme 119
ap = agcosp+aysing = i —rp?,  a, = —agsinp+aycosp = 27p+rp. (1.16)
Shrneme tedy
Vv =P, Ve = TQ, ap = TP, ay, = 20 +TP . (1.17)
Velikost whlové rychlosti w a uhlového zrychleni e mizeme zavést jako
w(t)=‘fi—f=¢,a:fl—“t’=w:¢. (1.18)
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P1i pootoceni o maly thel mizeme tento tthel povazovat za vektor a pfipsat mu smér osy
rotace v pravoto¢ivém smyslu. Stejné pak budou definovany i vektory tthlové rychlosti a
thlového zrychleni & a £ .

1.2 Zakladni pohyby a jejich skladani

Uvedeme nyni nékteré zakladni typy pohybu cCastice.

1. Pohyb pfimocary

Necht pfimocary pohyb probihd podél osy x s pocate¢nimi podminkami x = xg, v, =
T =g, PpH t=tg. Pak rozliSujeme

a) pohyb rovnomérny s konstantni rychlosti vg, a nulovym zrychlenim a, = 0.
Integraci a pouzitim pocatecnich podminek dostavame zakon pohybu

z(t) = xo + vou(t — to) (1.19)

b) pohyb rovnomérné zrychleny s konstantnim zrychlenim ag, kladnym nebo za-
pornym. Integraci a pouzitim pocatecnich podminek dostavame zakon rychlosti a zakon
pohybu:

1
v(t) = vor + agz(t —to) , x(t) = xo+ vor(t —to) + 3 apy (t — t0)2 . (1.20)

Je-lipfit =0 x =0, v =0 dostaneme zndmé vztahy v = ag,t, * = %aOmt2.

¢) pohyb nerovnomérny se zrychlenim obecné zavislym na case a(t). Pak dostaneme
zékon rychlosti a zdkon pohybu integrovanim
t t

v = v+ [ a(t)dt, x = xo+vest+ [ v(t)dt. (1.21)
to to

2. Pohyb kruhovy

Pri pohybu castice po kruznici poloméru R je vhodné pouzit polarnich soutadnic.
Potom plati » = R = konst a zakony pohybu se zjednodusi. Ze vztahti (1.17) mame

v, =R =0, v, = Rp=Rw, ar= —R¢? = —Ruw?, a, = Rp = Re . (1.22)

Je-1i kruhovy pohyb rovnomérny, zistava tthlova rychlost w = konst a tihel ¢ se méni
lineadrné s ¢asem

p(t) = wo+w(t—to) . (1.23)
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Obvodova rychlost v, = v je ovSem také konstantni: v = Rw. Obvodové (tecné) zrychleni
a, je nulové a castice ma jen normalové, dostrediveé zrychleni, rovnéz konstantni:
2
9 v
a = —a = —Rw* = 5 = konst . (1.24)

U rovnomérného kruhového pohybu zavidime dobu obéhu T = 27 /w a jeji pfevracenou
hodnotu, pocet obéhi za jednotku éasu f = 1/T.

3. Pohyb harmonicky

Pohyb harmonicky dostaneme jako projekci rovnomérného kruhového pohybu kolem
pocatku do jedné z kartézskych os (obr. 1.6). Napiiklad v ose y pak mame

y(t) = Asin(wt + o) , (1.25)

kde y je vychylka (elongace), A amplituda, w thlova frekvence, T' = 27 /w perioda, f = 1/T
frekvence (udavana v jednotkach Hz), argument harmonické funkce wt + g je faze a g
pocatecni faze pri t = 0 neboli fazova konstanta.

Soufadnice vektort rychlosti a zrychleni pfi harmonickém pohybu jsou

vy = § = wAcos(wt+ ¢g) = wAsin(wt + o + g) (1.26)
ay = §j = —w?Asin(wt + ¢g) = w?Asin(wt + @o +7) . (1.27)

Z téchto vztaht je vidét, ze pfi harmonickém pohybu rychlost pfedbiha vychylku o /2
a zrychleni o 7 (je v protifazi).

Skladani pohybii

Je velmi dilezité, ze castice mize konat soucasné nékolik pohybi, Ze pohyby lze vekto-
rové skladat. Tento netrividlni poznatek usnadnuje studium mechanickych pohybt. Uka-
zeme nyni nékteré zajimavé pripady sklddani pohyb1.

Se skladanim kolmyjch piimocarych pohybti se setkavame pii vrhu téles v homo-
gennim tihovém poli ve vakuu. Uvazujme rovinny pohyb v roviné x, z, pfi ¢emz v
zéporném smeéru osy z ma pohyb zrychleni velikosti g. Ve sméru osy z probiha tedy rov-
nomeérné zrychleny pohyb podle (1.20) . Vztdhneme-li poc¢atecni podminky k okamziku
t =0, mame

2(t) = 20+ vost — %th . () = vy, — gt . (1.28)
Ve sméru osy z je pohyb rovnomeérny:

xz(t) = xo+voat, vz(t) = vo, = konst. (1.29)

Zadanim pfislusnych pocatecnich podminek dostaneme nejriznéjsi piipady pohybi.
Tak pro z9 =0, zg = h, v = v9, = 0 jde o volny pad z vysky h. Pro néj mame

1 2
z:h—igtz,s:h—z,t:”—s, v, = —gt = —/2gs . (1.30)
g
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Prozg =0, 2z =0, vgy =0, vy, > 0 je to svisly vrh vzhiiru. Oznaéime dobu letu
do vrcholového bodu ¢, a jeho vysku z, a mame

1, V02 v%z
z=v02t—§gt , Uy = Vg, — gt, tv=7, Zv:%' (1.31)

PHi 29 =0, 20 = h, voz = 0, vg, < 0 nastava svisly vrh dolua. Pfi ném
1 5
z=h—|vo|t — §gt , Uy = —|voz| — gt . (1.32)

Pocate¢ni podminky z9 = 0, zg = h, vor > 0, vy, = 0 urcuji vodorovny vrh ve
vysce h. Vysledny pohyb uz nebude pfimocary; jde o skladani rovnomérného pfimocarého
pohyb rychlosti vg, ve sméru osy = a volného padu ve sméru z. Rovnice

1
r =uvggt, z=h-— §gt2 (1.33)

predstavuji parametrické rovnice trajektorie. Vylouc¢ime-li z nich ¢as ¢, dostaneme rovnici
kiivky v kartézskych soutradnicich

g 2
= h— —S-1°. 1.34
& 2'1)896fc ( )

Je to prevracend parabola s vrcholem v bodé (0, h). Snadno zjistime jeji parametry - dalku
dopadu na aroven z =0 x4 a dobu letu t4:

|2h [2h
Td = VozAl — , td = —_— (135)
9 9
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(jako pfi volném padu). Na pocitaci numericky propocitana trajektorie vodorovného vrhu
je na (obr. 1.7).

Vrh Sikmy z pocéatku pod elevaénim tithlem o dostaneme za podminek zg = 0,
20 = 0, vopy = vgcosa > 0, vy, = vgsina > 0 (obr. 1.8). Jde o sklddani rovnomérného
pfimocarého pohybu rychlosti vg cos a ve sméru osy = a svislého vrhu vzhiru. Rovnice

1
T = vgzt, z = Vgt — 59752 (1.36)
predstavuji parametrické rovnice trajektorie. Vylouc¢ime-li z nich ¢as ¢, dostaneme rovnici
kiivky v kartézskych souradnicich
v 1
z:ﬁx—f%d’g:xtga—#m? (1.37)
Vox 2 Vor
Ve vakuu probiha tedy Sikmy vrh v homogennim tihovém poli po parabole. Snadno do-
staneme souradnice vrcholu drahy, dalku doletu a celkovou dobu letu:

_v%sinQa _v%sinza _v%sin2a ; _ 2ypsina 1.38
—T,Zv—77$d—7, d=—"—": (1.38)

X
! 2g g g

Odtud je zfejmé, Ze maximalni délka doletu odpovidé thlu 45° a Ze obecné daného bodu
doletu lze dosdhnout pod dvéma riiznymi tihly 45° + Ac.

Céstice miize konat sou¢asné rovnomérny kruhovy pohyb a rovnomérny p¥imoéary po-
hyb. Kona-li napt. rovnomérny kruhovy pohyb kolem pocatku a rovnomérny pohyb ve
sméru osy z, bude vysledna trajektorie prostorova kiivka zvana Sroubovice s rovnomeér-
nym stoupanim (obr. 1.9). 7 Parametrické rovnice $roubovice miizeme tedy zapsat jako

r=R coswt, y=Rsinwt, z=kt. (1.39)

Kona-li ¢astice umisténa na obvodu kruznice o poloméru a slozeny pohyb tak, Ze se
tato kruznice rovnomérné vali po ose x, bude vyslednou trajektorii kfivka zvana cykloida
(obr. 1.10). Je to velmi dilezitd kfivka, s niz se ve fyzice Casto setkdvame. Z obrazku
snadno nahlédneme, Ze parametrické rovnice cykloidy mizeme zapsat jako

z = a(a—sina), y = a(l—cosa). (1.40)

Jako parametr zde slouzi thel odvaleni a. Pokud ¢astice nelezi na obvodu kruznice, ale na
nékterém mensim poloméru, vznikne tzv. zkracena cykloida (obr. 1.11a), pokud lezi na
vétsim poloméru (jako napiiklad bod na obrubé Zelezni¢niho kola), vznikne prodlouzena
cykloida (obr. 1.11D).

Céstice mtize konat soucasné nékolik harmonickych pohybt. Piedpokladejme napied,
ze kona dva harmonické pohyby s riznymi amplitudami a thlovymi frekvencemi a touz
pocatecni fazi ve sméru osy . Tyto dva pohyby se vzajemné séitaji, superponuji, a mizeme
psat

x = Asinwit + Bsinwst = (A — B)sinwit + B(sinwit + sinwat) . (1.41)

"Nikoli ”spirala”.
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Necht jsou amplitudy A = B stejné a tthlové frekvence w; ~ we ~ w blizké. Oznac¢ime rozdil
obou thlovych frekvenci w; — ws = Aw. Potom s pouzitim sou¢tovych goniometrickych
vzorcll dostaneme

— A
x = A(sinwit + sinwyt) = 2Asin 1 ;wztcos 1 5 “2¢ = 24 cos th sinwt . (1.42)

Vysledny pohyb miizeme popsat tak, ze jde o harmonické kmity s thlovou frekvenci
w, jejichz amplituda se v ¢ase pomalu méni jako 24 cos Awt/2. Jsou to zndmé razy neboli
zaznéje. Na obr. 1.12 je znézornén Casovy prubéh razt ziskany na pocitaci sloZzenim dvou
harmonickych pohybt o blizkych thlovych frekvencich. Jsou-li amplitudy obou pohybi
ruzné, nebude amplituda vyslednych kmitt prochéazet nulou (obr. 1.13).

Zminime se jesté o skladani harmonickych pohybi v kolmych smérech.
Skladame-li dva takové pohyby o stejné tihlové frekvenci, bude vysledny pohyb probihat
po trajektorii dané parametricky jako

x = Asin(wt + 1) , Yy = Bsin(wt + ¢o2) . (1.43)

Oznacime fazi kmitd ve sméru x jako wt+ g1 = ¢, rozdil fazi obou kmit jako g2 — o1 =
0. Déle vylou¢ime z parametrickych rovnic ¢as. K tomu cili vyjadiime sin ¢ a cos ¢ pomoci
veli¢in na ¢ase nezavisejicich a pouzijeme znamy vztah sin® ¢ + cos? p = 1. Mame

sin p = %, sin(p + §) = sinp cos d + cos psind = (1.44)

Y
B )
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odkud 1
y x
_ y_z _ 1.4
cosp = — <B 7 o8 ) (1.45)

Se¢teme-li nyni sin? ¢ a cos? , dostaneme rovnici trajektorie

2 2
T Y 2xy .9
—+ =5 — —=cosd = sin“}). 1.46
A2 "B T 4B (1.46)
V zavislosti na 0 mize tato rovnice odpovidat rovnici tsecky, nebo elipsy. Je-li § = nm,
probihaji kmity po tsecce, jejiz pfimka ma smérnici £k = £B/A, je-li § = (n+ 1/2)7, je
trajektorii elipsa
2 2
x vy
mtm=1 (1.47)
Jsou-li amplitudy kmiti stejné, prejde pro d = (n+1/2)7 elipsa v kruznici. S uvedenym
skldadéanim dvou kolmych kmit o stejnych frekvencich se setkdvame nejen v mechanice, ale
napriklad i v elektromagnetismu a optice pfi studiu polarizace svétla. Vysledné trajektorie
ziskané pomoci pocitace jsou na obr. 1.14; kiivka 1 odpovida § = 0, kiivka 2 § = =, kiivka
30 =m/2 kiivka 4 6 =m/4.

Jsou-li thlové frekvence kolmych kmitu rtzné, vznikaji slozité tzv. Lissajousovy ob-
razce. Na obr. 1.15 vidime dva takové obrazce pro pomeér frekvenci 1:2 (kfivka 1) a 2:3
(kfivka 2). Pomér frekvenci muzeme uréit podle po¢tu bodi, v nichZ se obrazec dotyka
soufadnych os. Jsou-li frekvence v pomeéru stéale vétsich nesoudélnych cisel, stava se obrazec

vvvvvv

Urcete tecné zrychleni, normalové zrychleni a polomér kiivosti trajektorie vodorovného
vrhu.
Reseni:

Pro rychlost a zrychleni mame
7= (voz, —gt, 0), v’ =05, +g°t*, @a=(0, —g,0).

Tedy

d 2¢ 2 24213/2
L SN I Y Y L RV - Wo £

= =, = )
dt /va + g2¢2 [02, + g2t2 an gvox

Uloha:

Uvazujte mnozinu trajektorii sikmého vrhu s touz velikosti pocéateéni rychlosti (vy-
stiell z téze zbrané) a riznymi eleva¢nimi thly. Dokazte, ze obalkou této mnoziny trajek-
toril je tzv. ochrannd parabola (mista za touto parabolou nemohou byt zasazena) - obr.
1.16.

Reseni:
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obr. 1.16

Upravime rovnici trajektorie (1.37) na tvar
g(1 + tg’a) 22
21)8
a pohlizime na ni jako na kvadratickou rovnici pro tg a. Body lezici na obalce mohou byt

dosazeny pouze pfi jedné hodnoté eleva¢niho thlu. PoloZzime proto diskriminant rovnice
pro tg a roven nule a dostaneme rovnici obalky

z = rtga—

g

2
_ _9 2. %
N 2v(2)x+2g'

Priklady

1.1 Céstice se pohybuje pfimocatfe po ose x podle zdkona x = At + Bt?, kde A =
5 cm.s™!, B =6 cm.s~2. Urete okamzitou rychlost ¢astice zacatkem desité a koncem
dvanacté sekundy a stfedni rychlost v intervalu mezi témito okamziky.

[113 cm.s™!, 149 cm.s™!, 131 cms™!]

1.2 Pilot letadla je od svého cile vzdalen 200 km na zépad, a pfitom vane severozapadni
vitr o rychlosti 30 km.h™!. Urcete vektor rychlosti letadla, chce-li pilot doséhnout svého
cile za 40 minut (obr. 1.17).
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obr. 1.17 obr. 1.18

[(278,8 ; 21,2) km.h™!, osa 2 mifi na vjchod, osa y na sever]

1.3 Po ramenech pravého tthlu lezou dva brouci. Prvni z bodu A vzdéleného od vrcholu
pravého thlu o vzdalenost l19 rychlosti v; smérem k vrcholu, druhy po druhém rameni z
vrcholu smérem od ného rychlosti vy (viz obr. 1.18). V kterém okamziku si budou brouci
nejblize, jak budou od sebe daleko a jaké budou pfitom jejich vzdalenosti od vrcholu?

l1gv ligv ligv3 l1gv1v
t = Lovi ] = —liovo Ii = 3 [y = Lguive
[ vitvy NET= D7 ofed 0 2 "’1"‘”2]

1.4 Dvé c¢astice se pohybuji rychlostmi o vektorech #; = (2, 0), ¥ = (0, 3) (v
prislusnych jednotkach). V ¢ase t = 0 se nachazely v bodech 719 = (=3, 0), 75 = (0, —3).
Urcete vektor vzajemné polohy castic, ¢as a délku maximéalniho sbliZeni.

[Fo1(t) = (3 —2t,-3+3t), t=15/13, r =3/y/13 piislusnych jednotek]

1.5 Dvé ¢éastice se pohybuji rovnomérné pfimocafe, prvni z bodu A = (0, 1) rychlosti
vy = (3, —2), druhy z bodu B = (0,—1) rychlosti v = (6, 4), vSe v pfislusnych
jednotkach. Urcete prusecik trajektorii, vektor vzajemné polohy, okamzik maximéalniho
sblizeni, a velikost tohoto sblizeni.

[(3/2, 0), (3, 6t—2), 4/15, /4/5 piisluingch jednotek]

1.6 Pohyb ¢éstice je urden paramericky jako @ = A1t? + By , y = Ast? + Bs, kde
Ay =20 cm.s™2, By =5 cm, Ay =15 cm.s™2, By = —3 cm. Najdéte rychlost a zrychleni
Castice v okamziku t = 2 s.

[ = (80, 60) cm.s™!, @ = (40, 30) cm.s~2]
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1.7 Urcete rovnici trajektorie, rychlost a zrychleni u nésledujicich pohybii ¢astice za-
danych parametrickymi rovnicemi:
a) x =4singt, y=3sint, b) x =4cos§t, y=3sinjt,
c)z=(4sinf)t, y=3sing)t, d)xz=4cos®t, y= 3 sin? 5t

[a) harmonicky pohyb po tiseéce y = 32 v rozmezf
2| <4, |y <3, T=(2mcosTt, Fcostt), d=(—n?sinft, — 3w’sinTt)

b) nerovnomérny pohyb po elipse %(2; + % =1

xT

[N

¢) rovnomérny primocary pohyb po pfimce y =

d) pohyb po tsecce lezici v piimce y = —%x + 3 v mezich
0<z<4, 0<y<3, ¥=(—2rmsinnt, %Wsinmﬁ) , @ = (—2n%cost, %772 cos 7t)]
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1.8 Napiste parametrické rovnice pro pohyb c¢astice, kterd kond harmonicky pohyb po
usecce, jejiz nosna piimka méa rovnici y = x—4. Rovnovazné poloha lezi v bodé A = (2, —2),
amplituda je rovna so = 2v/2, tthlova frekvence w = /4, v okamziku ¢t = 0 je ¢astice v
bodé (4,0) (vSe v pfislusnych jednotkach).

[t =2+42cos Gt , y=—2+2cos]t]

1.9 Urcete rychlost a zrychleni c¢astice v polérnich souradnicich, je-li pohyb zadan
parametricky jako x = at, y = bt, kde a, b jsou konstanty.

[vr=7F=Va?+0?, vy=r¢=0, ar=7F—1¢*=0, a,=2r¢+rp=0]

1.10 Urcete charakter pohybu ¢éastice (trajektorii, rychlost, zrychleni) daného parame-
tricky jako x = [ cos|¢g sin(wt + )] , y = Isin[¢o sin(wt + ¢o)].

[r = I= konst, ¢(t) = ¢ sin(wt + ¢g), pohyb po oblouku kruznice v rozmezi |¢| < ¢g,
v =0, v, = lpow cos(wt + o)

ar =7 —r? = —lgdw? cos?(wt + o) , ay, = 27 + 1P = —low? sin(wt + o))

1.11 Céstice se pohybuje po kruznici poloméru r = 5 cm se stfedem v po¢atku soufadné
soustavy, s konstantnim thlovym zrychlenim ¢ = 2 s~2 a v okamziku ¢t = 0 je v bodé A o
soufadnicich (0, 5) cm. Uréete te¢né a normalové zrychleni. Reste v polarnich soufadnicich.

2
las =re =10 cm.s™? | @, =% =re?t? = 20 cm.s™ 7]

1.12 Urcete amplitudu a fazovou konstantu harmonického pohybu, je-li doba kmitu
T = 3,14 s a v okamziku t = 0 je vjchylka xo = 10 cm a rychlost vg = 0,4 m.s™ L.

2
[A:\/x(2)+%:0,22m, gpgzarctg%:(),%]

1

1.13 Castice kona harmonicky pohyb. Jeji maximalni rychlost je 6 m.s~! a maximalni

zrychleni 24 m.s~2. Uréete dobu kmitu, frekvenci, tthlovou frekvenci a amplitudu.

[1,57s, 0,64 Hz, 4s7 ', 1,5m)]

1.14 Mé¢jme kruznici poloméru R lezici ve svislé roviné. Z jejiho vrcholu vychézeji
z1abky ve sméru tétiv k obvodu kruznice (obr. 1.19). Do zlabki soucasné vlozime malé
kulicky a vypustime. Dokazte, ze vsechny kulicky dosdhnou obvodu kruznice za stejnou
dobu. Ulohu poprvé fesil v 17. stoleti ¢esky ucenec Jan Marcus Marci z Kronlandu.

t= /7]
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obr. 1.19

1.15 Téleso je vrzeno svisle vzhiiru pocatecni rychlosti vg. Zaroven je z vysky h volné
pusténo druhé téleso. Obé télesa dopadnou na zem soucasné. 7Z jaké vysky bylo pusténo
druhé téleso?

(2]

1.16 Téleso je vrzeno v okamziku ¢ = 0 svisle vzhiru. Urcitym mistem ve vysce h
prochézi v okamziku t; smérem vzhuru a v okamziku t5 smérem doli. Urcete vysku h a
pocatecni rychlost vg.

__ gtit _ g!tl-f—tz)
[h = é 2 vy = 3 ]

I

1.17 Jakou rychlosti vy je nutno hodit téleso svisle dold z vysky h, aby dopadlo o cas
7 dfive neZ pfi volném padu?

_ 1{8hg—g7'
W0 = 97 ey 2gr)

1.18 Uvazujte mnozinu trajektorii sikmého vrhu z pocatku soustavy souradnic s touz
pocatecni rychlosti vg a proménnym eleva¢nim tthlem «. Dokazte, ze vrcholy trajektorii

lezi na elipse
2

2
x2+4z2—ﬂz:0.
g
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obr. 1.20

obr. 1.21

1.19 Uvazujte mnozinu trajektorii sikmého vrhu z pocatku soustavy soufadnic pod
tymz eleveénim tthlem « a proménnou pocatecni rychlosti vg. Dokazte, ze vrcholy trajek-
torii lezi na pfimce

1
z= i(tg Q) .
1.20 Cil lezi v §ikmé vzdalenosti d = 6000 m pod polohov§m tihlem ¢ = 30°. Jaka musi

byt miniméalni poc¢atecni rychlost stiely, aby byl cil zasazen? Jaky eleva¢ni ihel odpovida
této rychlosti (obr.1.20) ?

[Vomin = V/gd(1 +sinp) =300 ms™!, tga= %‘3 =3, a=600

1.21 Lissajousovy obrazce. Pohyb ¢astice je dan rovnicemi a) x = Acoswt , y =
B cos2wt , b) x = Acoswt , y = Bcos3wt. Uréete tvar trajektorie.
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[y = j—%ﬁ — B (obr. 1.21, kiivka 1), y= %x?’ - %x (kiivka 2), |z| < A, |y| < B]

2DYNAMIKA CASTICE

2.1 Pohybové rovnice

2.1.1 Newtonovy zakony

Dynamika je nauka o silach (fec. dynamos = sila) a dokonce cela fyzika se dfive na-
zyvala silozpyt. Pritom pojem sily je netriviadlni a v celé prednewtonovské fyzice nebyla
sila jasné definovadna. V roce 1687 zformuloval Newton ve svych Principiich tfi zadkony
dynamiky, na jejichZ zakladé je mozné napsat takzvané pohybové rovnice a jejich feSenim
studovat pohyb castic a téles. Pfed Newtonem byla sila chapana v souladu s tzv. ” zdravym
lidskym rozumem” jako pri¢ina pohybu. Newton ukazal, Ze sila je pric¢ina zmény pohybu,
zmény pohybového stavu télesa. Uvedeme t¥i Newtonovy zakony v jejich origindlnim znéni
a v pokud mozno presném ceském prekladu:

Zakon setrvacnosti:

Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum,
nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.

Kazdé téleso setrvava ve svém stavu klidu nebo rovnomérného primocarého
pohybu, pokud a dokud neni vtisténymi silami donuceno tento svuj stav zmé-
nit.

Zakon sily:

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundam lineam
rectam qua vis illa imprimitur.

Zména pohybu je imérna hybné vtisténé sile a nastava podél primky v niz
sila pusobi.

Zakon akce a reakce

Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem; sive: corporum duorum
actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.

Proti kazdé akci vidy pusobi stejna reakce; jinak: vzajemna pusobeni dvou
téles jsou vzdy stejné velkda a miri na opac¢né strany.

1. K zékonu setrvacnosti:

Pod Newtonovym vyrazem ”corpus”, téleso, je zde tieba podle smyslu chapat hmotny
bod, ¢astici. Sila neni ovS§em Newtonovymi zakony pfimo definovana, vystupuje zde jako
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zakladni pojem, ktery nabyva vyznamu pravé témito zakony. Tak prvni zdkon rika, ze
téleso zustava v klidu nebo se pohybuje setrvacnosti (latinsky inertia), neptisobi-li na né
"vtisténé sily”. Pod vtisténymi silami rozumime tzv. sily pravé, tj. sily, které jsou ¢astici
”vtistény” jinymi télesy. Jsou to tedy vlastné sily, jimiz jedno téleso ptisobi na druhé a vzdy
miuzeme udat puvodce takové sily. Neptsobi-li na ¢astici jiné Castice, je ¢astice v klidu nebo
se pohybuje rovnomérné piimocate. Takové c¢astici fikdme bezsilovd. Zékon setrvacnosti
neni pivodnim Newtonovym objevem, jeho autorem je Galilei, od néhoz Newton tento
zakon prevzal.

Pohyb c¢astice mizeme posuzovat pouze vzhledem k néjaké vztazné soustavé, spojené s
néjakym tuhym télesem. Toto t€leso se ovSem miize samo pohybovat a tak se pohyb castice
mize jevit v riznych soustavach rtzné. Zakon setrvacnosti umoziuje zavést inercidini
vztaznou soustavu, tvorenou napiiklad tfemi kartézskymi osami soufadnic a hodinami.
Pozorujeme-li pohyb ¢astice v takové soustavé a zjistime, Ze v ni plati zdkon setrvacnosti,
prohlasime tuto soustavu za inercidlni. Zakon setrvacnosti tedy plati pouze v inercialni
vztazné soustavé a inercidni vztazna soustava je ta, v niz plati zdkon setrvac¢nosti. To
vypada jako logicky kruh, ale ve fyzice jde o to, zda inercidlni vztazné soustava existuje,
a to mlZeme zjistit jen experimentalné.

Tak vztazna soustava spojena s povrchem Zemeé je inercialni, pokud v ni pozorujeme
naptiklad kratkodobé mechanické pohyby. Pfi nékterych pohybech se vSsak bude ménit
pohybovy stav ¢astice, aniz by na ni ptsobila jina télesa. To svéd¢i o tom, Ze tato vztazna
soustava neni inercidlni a musime prejit napiiklad ke vztazné soustaveé spojené se Sluncem a
rovinou ekliptiky. Vidime, ze vztazna soustava miize byt inercidlni do urcité miry, pro urcité
experimenty. V nejvyssi mife inercialni je soustava, jejiz osy mifi ke vzdalenym galaxiim.
Bylo by mozno uvazovat o soustavé spojené s vesmirem jako celkem, kdybychom mohli
tento celek viéi nécemu vymezit. Je docela dobfe mozné, zZe dokonale inercidlni vztazna
soustava viibec neexistuje. To v8ak neubird na praktickém vyznamu tohoto pojmu, nebot
vzdy muZzeme poZzadovany stupen inercidlnosti zajistit.

Mtzeme jit téZ jinou cestou a netrvat na pouzivani inercidlni vztazné soustavy. V nei-
nercialni soustavé vSak musime zavést dalsi sily, které uz nebudou pravé, a jimz fikame sily
setrvacné, zdanlive, nepravé. U téchto sil nemizeme ukazat na jejich piivodce, nevyvolava
je zadné téleso. Budeme se jimi zabyvat v odstavci o pohybech v neinerciadlnich vztaznych
soustavach. Ukazuje se, ze setrvacné sily maji tésny vztah k silam gravitacnim a na tomto
faktu zalozil Einstein svou obecnou teorii relativity.

Galilei ukazal, ze je-li jedna vztazna soustava inercialni, jsou inercialni vSechny vztazné
soustavy, které se vii¢i ni pohybuji rovhomérné pfimocaie. Je zvykem volit "bez Gjmy na
obecnosti” ”laboratorni”, nehybnou vztaznou soustavu S a pohybujici se soustavu S’ tak,
aby odpovidajici kartézské osy obou soustav byly souhlasné rovnobézné a osy x, ' sply-
valy. Soustava S’ se pfitom pohybuje ve sméru osy x konstantni rychlosti ' (viz obr. 2.1).
Galilei a Newton predpokladali, ze soustava S je nehybna vaci ”absolutnimu prostoru”
a Cas plyne stejné v obou soustavach. V jednom okamziku musi pocatky obou soustav
splynout; tento okamzik mizeme zvolit za nulovy pro odecet ¢asu v obou soustavach.

Soutadnice a ¢as se pfi prechodu od jedné inercidlni soustavé k druhé transformuji
pomoci Galileiho transformaci:

/

x = x—uvt, y =y, Z =z, t = t. (2.1)
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obr. 2.1

Z Galileiho transformaci plyne zakon skladani rychlosti:

/ / /
Vp = V=V, U = Uy, U, = U (2.2)

!/ /
ay = Gz, a, = ay, 4, = a. (2.3)

K zakonu sily:

Zakon sily umozinuje napsat pohybovou rovnici ¢astice. Mluvi se v ném o ”zméné
pohybu”, resp. ”"zméné mnozstvi pohybu”. Je tfeba fici, jak méfime mnozstvi pohybu,
abychom mohli ur¢ovat jeho zménu. Newton definoval mnozstvi pohybu jako sou¢in hmot-
nosti ¢astice a jeji rychlosti p’= m, tedy pomoci veli¢iny, kterou dnes nazyvame hybnost.

Je to veli¢ina vektorova. 8
Je-li tedy zména pohybu timérna vtisténé sile, mtizeme zakon sily zapsat ve tvaru 9
dp  d(mv) -
e b A 24
dt dt (24)
a povazujeme-li hmotnost m za konstantni, jako
dv .
m— = ma = kF. 2.5

8Je mo#no definovat mnozstvi pohybu i jinak - Newtontiv sou¢asnik Leibniz mé&fil mnozstvi pohybu
skalarni veli¢inou mov?, ktera odpovida poloviné kinetické energie a kterou tenkrat nazgvali ”7ivé sila”.

9Pro zménu hybnosti %"z: byl podle analogie se zrychlenim navrzen cCesky nazev ”zhybnéni”, ktery se
vSak neujal.
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Polozime-li konstantu tmeérnosti £ = 1, dostaneme vztah mezi jednotkami hmotnosti a
sily. Méfime-li hmotnost v kilogramech, délku v metrech a ¢as v sekundach, bude sila
méfena v newtonech (N) a dostdvame zndmou pohybovou rovnici

dp’ -

— = F 2.6

7 _F. (2.6
respektive pro konstantni hmotnost

ma=F. (2.7)

Abychom mohli ur¢it jednoznacné feSeni této rovnice, musime znat pocatecni podminky,

polohu a rychlost c¢astice v néjakém okamziku. Mame tedy najit zdkon pohybu castice

feSenim ulohy

> = . . S S

ol F, 7(t) = 7, Ulto) = v - (2.8)
Tato Newtonova pohybova rovnice je vektorova a vyjadruje vlastné soustavu ti¥i oby-

¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu, jejichz feseni zavisi na 6 integracnich konstan-

tach. Ty musime urcit z poc¢ate¢nich podminek. Pro feSeni tlohy o pohybu jedné ¢astice

tedy mame

m

mi = Fp xz(to) = zo 2(to) = vox

my = Fy y(to) = Yo :l](t()) = on (29)
mi = Fz Z(t()) = 20 Z(to) = Voz .

V Newtonovych pohybovych rovnicich vystupuji odvozené fyzikalni veli¢iny rychlost,
zrychleni, hybnost a sila. V soustavé jednotek SI maji rozmér [v] = LT ! | [a] =
LT~2, [p] = LMT™!, [F] = LMT 2 Rychlost miime v jednotkach m.s~!, zrych-
leni v m.s~2, hybnost v kg.m.s ™! a silu v kg.m.s 2. Pouze jednotka sily mé zvlastni nazev,
newton (N).

Newtonova definice hybnosti vyzadovala urc¢it hmotnost ¢astice; tuto hmotnost nazy-
vame hmotnost setrvacnd. PokousSel se o to tak, Ze hmotnost télesa definoval pomoci jeho
objemu a hustoty a hustotu pak podle po¢tu atomui v jednotce objemu (coz pfipomina
dnesni pojem latkového mnozstvi). Timto zptisobem se mu ovSem hmotnost zavést nepo-
darilo. Podal vSsak navod, jak uréit hmotnost télesa experimentilné - vazenim! Vazenim
vSak zjistujeme tzv. hmotnost gravitacni, resp. na rotujici Zemi hmotnost tthovou, kombi-
naci hmotnosti gravita¢ni a setrva¢né. Odnikud neplyne, Ze hmotnost zjistovana vazenim
musi byt rovna (nebo alesponi imérna) hmotnosti, kterou je definovédna hybnost ¢astice.

A piece je k tomu uréity divod zaloZeny na experimentalnim poznatku,Ze na povrchu
Zemé ve vakuu padaji vSechna télesa, bez ohledu na svou hmotnost, vzdy se stejnym
zrychlenim; ovéfil to pravé Galilei. V Newtonové rovnici (2.7) vystupuje na pravé strané
sila - ta ovsem také dosud nebyla definovana. Za jeji definici mizeme povazovat pravé zakon
sily, pokud ovsem uddme nezdvisly zpisob, jak tuto silu zmérit a matematicky vyjddrit.
Newton proto stanovil dalsi zdkon, zdkon gravitacni, podle néhoz se silové pritahuji dveé

¢astice hmotnosti m a M:
- M m

7o (2.10)

kde F je sila, kterou ptlisobi ¢astice gravitaéni hmotnosti M na ¢astici o gravitaéni hmot-
nosti m, r je vzdalenost obou Céastic a 7y je jednotkovy vektor ve sméru spojnice obou
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Castic. Takova sila je centrdlni (mifi ve sméru spojnice obou ¢astic) a izotropni (zavisi
pouze na vzdélenosti a nikoli na vzajemné poloze obou ¢astic). Konstanta x se nazyva
gravita¢ni konstanta a pokud mame jiz jednotky pro méfeni sily a hmotnosti zvoleny,
nemtizeme tuto konstantu polozit rovnu jedné a musime ji uréit experimentalné.

Na povrchu Zemé mame r = Rz, kde Rz je polomér Zemé, a gravitacni pole zde
miuzeme povazovat priblizné za homogenni. Jak dale uvidime, podle Gaussova zdkona se
kulové symetricka gravitujici télesa navenek silové chovaji jako bodové ¢astice umisténé ve
stredu koule, tedy jakoby vsechna jejich hmotnost zde byla soustfedéna. Silu, kterou Zemé
pritahuje padajici jablko mizeme tedy povazovat za silu mezi dvéma hmotnymi body. Také
tento poznatek odvodil Newton. Proto mtizeme velikost gravitacni sily na povrchu Zemé
pusobici na ¢astici hmotnosti m vyjadrit jako

F = mm% = may, kde a; = %
Z Z

Veli¢ina d, je gravitacni zrychleni na povrchu Zemé. Diky zemské rotaci se toto gravi-
tacni zrychleni vektorové s¢ita s odstiedivym setrvaénym zrychlenim @, ve vysledné tihové
zrychleni §, které méfime. '°© Napiseme-li nyni koneéné Newtonovu pohybovou rovnici pro
téleso na povrchu Zemé, na které ptisobi tihova sila, dostaneme

(2.11)

Mms @ = Mg Ag + Mg do (2.12)

Zde jsme oznacili m setrva¢nou hmotnost ¢astice a m, gravitacni hmotnost castice.
Jsou-li si tyto hmotnosti vzdy tumérné (tj. plati-li pro téleso z jakéhokoli materidlu vzdy,
ze zdvojnasobi-li se jeho setrvacéna hmotnost, zdvojnésobuje se také jeho gravitaéni hmot-
nost), mizeme je méfit ve stejnych jednotkach a uéinit sobé rovnymi. Jsou-li si tyto dva
druhy hmotnosti sobé rovny, mtizeme je ovSem ve vztahu (2.12) vSechny krétit a dostaneme
pro vsechna télesa

i =d,+d, = 7. (2.13)

Experimentalni fakt, Zze vSechna télesa nezavisle na materialu z néhoz jsou zhotovena
a na jejich hmotnosti padaji v tthovém poli s tymz zrychlenim, tedy indikuje, Ze setr-
vacna a gravita¢ni hmotnost jsou si imérné, mizeme je vyjadiovat v tychZ jednotkach a
hmotnost télesa mizeme urcovat vazenim. Pak neni tfeba prili§ hloubat nad tim, co to
hmotnost vlastné je ani zavadét rizné krkolomné definice a pojem hybnosti ma presné
urceny vyznam.

Rovnost setrvacné a gravitaéni hmotnosti je zjednodusenou formulaci tzv. principu
ekvivalence, na némz Einstein pozdéji zalozil svou teorii gravitace, obecnou teorii re-
lativity. Newton si byl védom toho, ze tento Galieiho poznatek je tfeba experimentalné
co nejpresnéji overit. Misto pokust s volnym péddem provadél experimenty s kyvadly a
zjistoval zda doba kyvu kyvadla skuteéné nezavisi na jeho hmotnosti bez ohledu na to z

100 odstiedivém setrvacném zrychleni budeme mluvit v odstavci o neinercidlnich vztaznych soustavach.
Tomuto zrychleni odpovida odsttediva sila velikosti mao, kde m je setrvacnd hmotnost castice.
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jakého materidlu je zatéz kyvadla zhotovena.

P1i ovéfovani tmeérnosti setrvacné a gravitacni hmotnosti obycejné uréujeme tzv. E6tvostiv pomeér

2 (72), - (52),

‘(22)1+(2i)2| ’

kde indexy 1 a 2 se vztahuji ke dvéma riznym materialiim. Princip ekvivalence plati, je-li E6tvostiv pomér
roven nule. Od Newtonovych dob byl tento pomér mnohokrat experimentalné stanovovan, jak pomoci ky-
vadel, tak s pouzitim torznich vah a torznich kmit. Uvedeme orientacné vysledky nékterych experimenti:

Newton (1687), kyvadla n < 1073
Bessel (1827), kyvadla n < 2.107°

Potter (1923), kyvadla n < 107°
Eo6tvos (1890), torzni vahy, koule z platiny a osmi raznych materilt, po otoceni o 180° by v tihovém poli
méla nastat vychylka opa¢nym smérem, n < 5.1078.

Dicke, Roll, Krotkov (1963), torzni vahy, porovnavani vychylky pii zapadu a vychodu Slunce
n <3.107

Braginskij aj. (1971), méFeni periody torznich kmitd, duralové tycky délky 8 cm, platinova a hlinikova
zévazi celkovd hmotnost torzniho systému 3,9 g, zavés wolframovy dratek délky 2,9 m a priméru 5 pm,
perioda kmit 5 h 20 min, vie ve sklenéné komore ve vakuu 1076 Pa, elektrické stinéni, tepelna stabilizace,

odeéet laserovym paprskem n < 0,9.10712.

Rovnost setrvacné a gravitacni hmotnosti je tedy ovéfena se znacnou pfesnosti, i kdyz
v mezich experimentalnich moznosti.

Newtonova vektorova pohybova rovnice (2.6), resp. (2.7), tedy pfirovnava zménu hyb-
nosti ¢astice ptisobici sile. Protoze zrychleni ¢astice je stejné ve vSech inercialnich vztaznych
soustavach, bude v nich mit levéa strana pohybové rovnice stejny tvar. Sila vystupujici na
pravé strané vyjadiuje pusobeni dalSich ¢astic, napiiklad gravita¢ni. Tato sila mize za-
viset na vzdalenosti plisobicich ¢astic nebo na jejich vzajemnych rychlostech. Bude tedy
zustavat také stejnda, prejdeme-li od jedné inercialni soustavy k druhé. Tvar pohybovych
rovnic je tedy ve vSech inercidlnich vztaznych soustavach stejny, a to je obsahem

Galileiho principu relativity:
Zakony mechaniky maji stejny tvar ve vsech inercidlnich vztaznych soustavdch.

Podle tohoto hlubokého fyzikalniho principu nemiiZeme inercialni vztazné soustavy od
sebe odlisit Zddnymi mechanickymi experimenty a pozorovanim mechanickych pohybii.
Budeme-li provadét naptriklad experimenty s volnym padem nebo s kyvadlem ve stojicim
nebo v jedoucim vlaku, nemtZzeme z nich stanovit, jestli je vlak v klidu nebo v pohybu.
Galilei sice neznal vlaky, ale mél dokonce lepsi priklad - uvazoval kajutu bez oken na pla-
chetnici, ktera stoji nebo v mirném vétru rovnomérné piimocate klouze po vodni hladiné.

Princip relativity hraje ve fyzice velmi dilezitou tllohu. V moderni fyzice jej Einstein rozsifil na vsechny
fyzikdlni déje (nejen mechanické) a nahradil Galileiho transformace mezi inercidlnimi soustavami trans-

formacemi Lorentzovymi. V obecné teorii relativity pak zobecnil tento princip i na neinercidlni vztazné
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soustavy a podle principu ekvivalence popsal neinercialni, setrvacné sily ekvivalentnim gravita¢nim polem.

K zakonu akce a reakce

Zakon akce a reakce umoziiuje prejit od mechaniky pohybu jedné ¢astice k mechanice
soustavy vice ¢astic. V ni pak muZeme rozlisSovet sily vnéjsi, externi kterymi na soustavu
pusobi jinad télesa mimo ni, a sily vnitfni, interni, kterymi mezi sebou piisobi c¢astice
soustavy navzajem. Pokud na soustavu c¢astic vnéjsi sily neptisobi, nazyvame takovou
soustavu izolovanou. Tak naSe slunec¢ni soustava je relativné dobie izolované soustava.

Vnitini sily v soustavé se podfizuji zakonu akce a reakce, ptisobi-li jedna ¢astice na
druhou, ptisobi druhé na prvni stejné velkou silou opa¢ného sméru. To ovSsem musi platit
v kazdém okamziku a dojde-li ke zméné silového puisobeni, musi nasledovat okamzita
reakce. Sily v Newtonové mechanice pusobi tedy na dalku okamzité (fikd se tomu ”actio
in distans”), vzadjemné pusobeni ¢astic se $ifi prostorem nekoneéné rychle. Podle teorie
relativity se vSak interakce miize prenaset nejvyse rychlosti svétla ve vakuu c.

Souhrnné tedy mizeme fici, ze na Newtonovych zakonech byla vybudovana prvni vé-
decké fyzikalni teorie, Newtonova mechanika. Je to teorie vektorova, jejimi zadkladnimi
pojmy jsou hybnost a sila a jeji zadkony plati stejné ve vSech inercidlnich vztaznych sou-
stavach, které jsou vzajemné spojeny Galileiho transformacemi. O sildch v Newtonové
mechanice pfedpokladame, Ze jsou centralni, tj. miii podél spojnice silové vzajemné pu-
sobicich ¢astic, izotropni, tj. zavisi jen na vzdalenosti, pfipadné vzajemnych rychlostech
¢astic a nikoli na sméru v prostoru a okamzité, sifi se nekone¢nou rychlosti. Newton mél
na mysli pfedevsim sily gravitaéni, které klesaji se vzdalenosti nepfimo imeérné jejimu
¢tverci. Lze Tici, ze Newtonova mechanika byla v podstaté ”Sita” na pohyby téles ve slu-
neéni soustavé a umoznila zde dosdhnout vynikajicich vysledkt. Dokonce zavladl nazor,
ze fesenim Newtonovych pohybovych rovnic pro vSechny ¢éastice ve vesmiru bychom mohli
presné urcit vSechny jejich polohy a rychlosti v minulosti i budoucnosti a tedy vlastné stav
svéta v kterémkoli okamziku. Vyzadovalo by to ovSsem znét pocateéni podminky, polohy a
rychlosti vSech ¢astic v néjakém okamziku. Takovy svétovy nazor, ktery se snazi vysvétlit
vSechny déje na zékladé presné urc¢eného mechanického pohybu, ktery pohlizi na svét jako
na obrovsky hodinovy stroj, se nazyva mechanicky determinismus. Moderni fyzika vsSak
ukézala, ze svét je mnohem slozitéjsi, nez jak jej popisuje Newtonova mechanika.

2.1.2 Impuls sily, prace, vykon, energie

Impuls sily I vyjadiuje ¢asovy ucinek sily. Plisobi-li na ¢astici konstantni sila po dobu

T = tg — t1, je impuls sily dan soucdinem této sily a casu:
Up — U1

I =Frt=mdrt =m-——7 = mih—miy = po—pi.
T

Vidime, ze tmpuls sily je roven zméne hybnosti castice.
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obr. 2.2 obr. 2.3

Je-1i sila ¢asové proménna, je impuls sily definovan jako integral
o ta to dp’ to
I = [ Fat = / Loy — [Tay = pr—pr . (2.14)
t1 t1 d t1
Sila, jejiz impuls urcujeme, byva casto kratkodobd, jako napf. pfi rdzu dvou téles,
a nezndme ani jeji ¢asovy pribéh. Potom muzeme zavést stiedni silu ptisobici na téleso
vztahem
_, 1 [tz .
<F>= — Fdt, (2.15)
T Jt
takze impuls sily bude roven [=<F>r. Odpovida to situaci na obr. 2.2, kde nahradime
vysrafovanou plochu integralu plochou obdélnika. Impuls sily mé tedy tyZ rozmér a méfime
jej v tychz jednotkach jako hybnost.
Prace A vyjadiuje drahovy Gi¢inek sily. Pasobi-li na draze s podél trajektorie na ¢astici
konstantni sila, bude prace dana soucinem velikosti sily a drahy:

— 1 1
A=Fs=mas =m 2" <v>7=m(vz—v1)1)2+v1=—mv%——mv%.
T 2 2 2
Veli¢inu )
1 D
T = = 2 _ £ 2.1
5 MU oo (2.16)

nazveme kinetickou energii éastice. Vidime tedy, ze prdace sily nad castici podél drahy
je rovna zmén€ kinetické energie c¢dstice. Je-li sila ¢asové proménnd a miri li pod obecnym
thlem k teénému vektoru trajektorie (obr. 2.3 ), definujeme praci jako integral

2 ty tgd" t2d2
A=/F'dF=/F-z7dt=m W= @) g —
1 t t dt 2 t dt

1 1
= imv% — imv% =T-1T. (2.17)
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Préace a kineticka energie jsou tedy dveé fyzikalni veli¢iny, které maji v soustavé SI fyzikalni
rozmér L2MT ™2 a méfi se v jednotkach kg.m?.s~2; tato jednotka se nazjva joule (J).
Kinetickd energie je pfitom veli¢ina stavova (popisuje urcity stav ¢astice), zatimco prace
charakterizuje urc¢ity proces (pfechod z jednoho stavu do druhého).
Vykon N je prace za jednotku Casu; protoZze dA = F. dr, mame
dA = dr

N=—=F 2 =F7. (2.18)

3

Vykon ma rozmér L2MT 3 a mé#i se v jednotkach kg.m?.s~3 nazgvangych watt (W).

Dulezitym pfipadem sil jsou sily potencialni. Existuje-li v prostoru silové pole, t.j.
plisobi-li na ¢éstici v kazdém bodé a v kazdém okamziku sila F (z,y,z,t), potom miZe na-
stat pfipad, Ze tato sila muze byt vyjadfena jako gradient néjaké skalarni funkce U(x, y.z, t)
nazyvané potencidini funkce:!

~ ou oU oU
F=-VU=—-|—, —, — | . 2.19
< ox’ Oy’ 0z ) (2.19)
Takové sila se nazyva potencialni.
Pokud potencialni funkce nezavisi explicitné na ¢ase, nazyva se potencialni energii a
ji odpovidajici sily konzervativni. Totédlni diferencial potencialni energie mizeme zapsat
ve tvaru

" Operator V nazjvany ”nabla” je formalni vektor vytvoreny ze symboll pro parcidlni derivace V =
o o8 0
(%’ dy’ dz)*
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dU = — F-dr. (2.20)

Znaménko minus je voleno proto, abychom praci konanou vnéjsimi silami proti silam pole
zvysSovali potencidlni energii castice.

Zname-li tedy potencialni energii ¢astice jako funkci soufadnic, ur¢ime snadno silu na
¢astici plisobici a naopak:

F-_vu, U:—/F~dF+C. (2.21)

Potencialni energie je urcena s presnosti na additivni konstantu a muzeme ji volit rovnu
nule v libovolné vybraném bodé. Pokud slozka sily F, zavisi jen na jedné soutadnici
F,(x) a tato funkce je integrabilni, 1ze vZdy najit potencialni energii U(x) a takova sila je
konzervativni:

Fx:—d—U, U:—/dex+C. (2.22)
dx

Vyjadiime nyni praci konzervativnich sil:
2 2
A:/F-dF:—/dU:Ul—ngTQ—TI. (2.23)
1 1

Odtud plyne, Ze v poli konzervativnich sil zistava v kazdém bodé trajektorie soucet kine-
tické a potencialni energie konstantni:

E =T14+U; = T5+ Uy = konst . (224)

Tuto veli¢inu nazyvame energie Castice a métfime ji v joulech. V konzervativnim silovém
poli se tedy energie ¢astice pii pohybu zachovava (konzervuje). Z (2.23) rovnéz plyne, Ze
prace konzervativnich sil je rovna rozdilu potencidlnich energii v pocatecnim a koncovém
bodé a nezdvisi na tom, po jaké trajektorii se cdstice premistovala. Pohybuje-li se cdstice
po uzaviené trajektorii, je prace konzervativnich sil nulovd.

Sily mohou byt téz nekonzervativni, jako naptiklad tzv. disipativni sily zavislé na
rychlosti ¢éstice (sily t¥eni). V takovém pfipadé se pfi pohybu ¢astice mechanické energie
nezachovava a ¢asteéné se predava okoli v podobé tepla, méni se ve vnitini energii téles. 12
Protoze tato vnitini, tepelna energie nemize byt zpétné beze zbytku preménéna na energii
mechanického pohybu, mluvime o disipaci, rozptylovani energie. Plisobi-li tedy na castici
jak konzervativni, tak disipativni sily, bude jejich prace

2 2 2
A = / Fron, - dr + / Fys - dr = Uy —UQ+/ Fygg - dr = Ty — 17, (225)
1 1 1

takze )
Ey—E| = / Flis - dr . (2.26)
1

Zména energie ¢astice je rovna praci disipativnich sil.

12pr4ce a teplo jsou tedy dvé veli¢iny charakterizujici proces predavani energie.
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obr. 2.4 obr. 2.5

2.1.3 Reseni pohybovych rovnic

Nejjednodussi pripad nastava, zavisi-li pohyb ¢astice jen na jedné souiadnici, probiha-
li naptiklad podél osy z. Mluvime o jednorozmérném pohybu. Pak fesime pouze jednu
pohybovou rovnici s poéateénimi podminkami. Budeme-li prvni z pohybovych rovnic (2.9)
délit hmotnosti, dostaneme tlohu najit jednoznacné feSeni obycejné diferencialni rovnice
druhého fadu s pocatecnimi podminkami:

&= f(t,x, ), © =my, & = vy, pi t =tp. (2.27)

Funkce f(t, x, &) je sila vztazena k jednotce hmotnosti (zrychleni).

V teorii diferencialnich rovnic se dokazuje, Ze tato uloha ma jednoznac¢né feseni, je-li
f(t,x, &) spojitd funkce vSech t¥i proménnych v pfislusném oboru hodnot a mé-li spojité
parcialni derivace. Fyzikové zpravidla neovéfuji, zda tyto podminky jsou splnény, a tak

nékdy muze dojit k piekvapenim. Bude-li napiiklad f = /3, zjistime, Ze pro nezaporna
3/2
t ma rovnice dveé riizna feseni: x = 0 a x = (%) t3. To je ovSem proti p¥irodé, pohyb

nemuze probihat soucasné dvojim zpusobem. Divodem této nesrovnalosti je to, Ze funkce
2% nemé4 parcialni derivaci podle z v bodé z = 0 (obr. 2.4).

I kdyz feSeni tlohy o jednorozmérném pohybu existuje, muze byt obtizné ho najit.
Uvedeme zptusoby feSeni této tlohy ve zvlastnich pripadech, kdy sila je funkci jen jedné
proménné.

1. Sila konstantni

Dostavame rovnici & = a, = konst pro rovnomeérné zrychleny pohyb, jimz jsme se
zabyvali v prvni kapitole (vztahy (1.20)).
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2. Sila zavisla na ¢ase

Dostévame rovnici & = a,(t) pro nerovnomérny pohyb, jimz jsme se zabyvali v prvni
kapitole (vztahy (1.21)).

3. Sila zavisla na poloze

To je ptipad konzervativnich sil & = f(z). Upravime pohybovou rovnici na tvar

dzx dz dx di d (1_2> @)
= — = — — = — = — — X = €T) .
dx dx dt dx dx \2
Vyjadiime-li konzervativni silu pomoci potencialni energie, mame f(x) = %Fx = —i%,
a tedy
d (1 .2) 1dU
— | zz?) = ———.
dx \2 m dx
Po zintegrovani a vynasobeni m mame
1
§m:b2+U($) = FE = konst . (2.28)

To je ovSsem zdkon zachovani energie v poli konzervativnich sil a mohli jsme ho na-
psat rovnou, bez integrovani pohybové rovnice. Konstanta E ndm tedy poskytuje prvni
integracni konstantu (integral pohybu).

Rovnice (2.28) je jiz diferencidlni rovnici prvniho fadu, z niz muZeme vypoéitat o,
provést separaci proménnych a zintegrovat:

. dx 2 dx
z dx
= 4+ _—
RS 25— U)

Timto zptusobem jsme tlohu vyresili do konce, ”v kvadraturach”. Museli bychom nyni
znéat konkretni tvar potencidlni energie U(x) a spocitat integral (2.29), coz se muze (ale
také nemusi) podafit v analytické formé, v elementarnich nebo speciélnich funkcich. Volba
mezi integralu (2.29) automaticky zarucuje splnéni poc¢ateéni podminky pro z.Tak dosta-
neme jednozna¢ny zakon pohybu ve tvaru ¢ = t(x). Je uz jen otdzkou vkusu prejit k
inverzni funkeci x(t), podafi-li se nam to.

V integralu (2.29) vystupuje jednak dvoji znaménko, které ukazuje, ze pohyb muze
probihat v kladném i zadporném sméru casu, a dale odmocnina ve jmenovateli integralu,
kterd musi byt nezaporna. To klade omezeni na oblast soutfadnice x, v niz mtze pohyb
probihat. Protoze kineticka energie ¢astice je vzdy nezaporna, musi byt celkova energie
vétsi nebo rovna potencialni energii U(x):

(2.29)

E > U). (2.30)

Na obr. 2.5 je zndzornén obecny prubéh potencidlni energie a vysrafovanim vyznaceny
oblasti, kde je pohyb mozny. Oblast II je takzvand potencidlova jama, v niZ probiha
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finitni pohyb (soufadnice x je omezena), v oblasti IV probihé infinitni pohyb (éastice
se muze priblizit z nekoneéna a opét se do nekonecna vzdalit). V oblastech I a III pohyb

mozny neni. Oblast III je potencidlovy val (bariéru), jiz ¢astice nemiize proniknout.
13

4. Sila zavisla na rychlosti

Zavisi-li sila na rychlosti, neni konzervativni a nemiizeme pouzit zdkon zachovani me-
chanické energie. Pohybovou rovnici & = f(4) feSime separaci proménnych:

dvy dvy
po= T f(uy),  dt = , 2.31
i =2 ) = (2.31)
odkud p
Vg Uy
t=to+ | L= 2.32
" Jun T (232
uréime-li inverzni funkci v, (t) = g(t), mame
t
r = xo+ [ g(t)dt. (2.33)
to

Uloha (sila zavisla na case)

Necht sila zévisi na ¢ase harmonicky jako F, = mksinwt , k,w > 0. Urcete zdkon
pohybu ¢astice pfi pocateénich podminkach ¢t = 0, x = 0, £ = 0 a stanovte pocatecni
podminky tak, aby pohyb byl finitni.

Po dvojim integrovani rovnice & = ksinwt s pouzitim pocatec¢nich podminek dosta-
neme

. k k
&t = ——coswt+C; = —(1— coswt)
w w
k k 1
r = ——Fsinwt+Cit+Cy = — (t — sinwt) .
w w w

Tento pohyb je infinitni, ¢astice se od pocatku stale vzdaluje (obr. 2.6 a).
Finitni pohyb zfejmé nastane, bude-li C; = 0, tj. pfi pocatecnich podminkéich ¢ =
0, =0, © = —%. Potom (obr. 2.6 b)

w

T =——coswt , x:—jsinwt.
w w

Uloha (pohyb s tfenim)

Pri pohybu télesa s tfenim nebo s odporem prostiedi muze sila zaviset na rychlosti
riznym zpusobem. Pfi pomalém pohybu télesa na podloZce (smykani) uvazujeme silu

13To plati jen v klasické mechanice. V mikrosvété, kde plati zékony kvantové mechaniky a Gastice maji
vlnové vlastnosti, mtize ¢astice potencialni bariérou proniknout. Tento kvantovy jev se nazyva tunelovy.
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obr. 2.6

tfeni konstantni a tmérnou kolmé tlakové sile s koeficientem smykového treni, ktery zavisi
jen na drsnosti troucich se ploch. Pri rychlejSim pohybu uvazujeme silu tfeni iimérnou
bud prvni mocniné rychlosti nebo druhé mocniné rychlosti. Podobné pfi pohybu télesa v
odporujicim prostiedi, vzduchu ¢i vazké kapaliné. Pfi malych hodnotach Reynoldsova ¢isla
R = 2, kde a je rozmér télesa, v jeho rychlost a v kinematickd vazkost prostiedi, je sila
tfeni imérna prvni mocniné rychlosti. Pro pohyb malé kulicky padajici pomalu ve vazké
kapaliné je mozno tuto silu urcit presné jako Fg = 6mnav, kde n = pv je dynamicka vazkost,
souc¢in hustoty a kinematické vazkosti. Je to tzv. Stokestv vzorec a popisuje naptiklad
odpor prostiedi pfi padu malé kulicky (broku) v oleji. Pfi pohybu vétsimi rychlostmi ve
vzduchu se spiSe uplatni Newtoniv vzorec Fiy = %C’pSvQ, kde S je pfi¢ny prufez télesa,
p hustota prostiedi a C koeficient zavisejici na tvaru télesa (pro kouli bereme C' = 0,48,
pro polokulovou slupku (paddk) C' = 1,33, pro aerodynamicky tvar télesa C = 0,01). V
tomto pripadé nejde vlastné o tfeni, ale o pfedavani kinetické energie télesa pohybujicimu
se prostiedi. Experimenty ukazuji, ze napiiklad pii letu kulky je odporova sila imérna
&tverci rychlosti do hodnot 200 m.s™!, pak prudce roste a od 400 m.s~! opét klesa.
Meéjme nyni téleso pohybujici se rychlosti vy, na néz pisobi jen sila tfeni Gmérna prvni
nebo druhé mocniné rychlosti. V prvnim piipadé mize jit o automobil, ktery dojizdi s
vypnutym motorem, ve druhém o plachetnici, kterd doplouva se svinutymi plachtami.
Méme tedy pocatecni podminky t =0, x =0, & = vg. V prvnim piipadé€ fesime rovnici

1 dv,
= —kvg, k>0, dt=—- dvg
k vy
s vysledkem
vy =voe M, oz = %(1 —e

Vidime, Ze rychlost s ¢asem exponencialné klesa a téleso se postupné blizi k bodu o
soufadnici z = vy /k.
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Ve druhém piipadé budeme Fesit rovnici 14

s vysledkem

Vo 1
= —, = —In(1 t).
1 4+ kugt o K n(L+ rvot)

Vidime, ze s rostoucim casem se soufadnice x neblizi k zddné limité, doplouvajici
plachetnice za dostate¢né dlouhou dobu prekroci kazdou vymezenou hranici.

Vg

Uloha (volny pad a sikmy vrh s odporem vzduchu)

Uvazujme volny pad télesa v prostiedi, jehoz odpor miizeme popsat silu tmérnou prvni
mocniné rychlosti. Pak fesime tilohu

Z=—g—kv,, t=0, z=h, 2=0

s vysledkem

_ 9/ —kt _ g g —kt
vz—%(e -1), z—h—Et—l—ﬁ(l—e ).
Snadno ovérime, Ze pii malém odporu v limité k& — 0 dostavame vysledek pro volny
pad ve vakuu a za dostateéné dlouhou dobu se rychlost padu ustali na v, = —g/k. Roste-li

odporova sila s rychlosti, diive ¢i pozdé€ji nastane okamzik, kdy se jeji velikost vyrovna
pusobici sile tithové a dalsi pohyb je jiz rovnomérny. Tak rychlost parasutisty se po rozevieni
padaku brzy ustali asi na 6 m.s~!, coz zajistuje bezpe¢ny dopad. V tomto p¥ipadé bychom
vS8ak museli fesit llohu s odporovou silou tmérnou druhé mocniné rychlosti, tj. rovnici

2:—g+fwg

vvvvvv

v knize V.Trkala Mechanika hmotnych bodi a tuhého télesa. Dostavame
. g ~ 1 2
v, = — Etgh (\/Egt) = —gt(1 — gﬁgt )

1 1 1
z = h — =Incosh (y/kgt) ~ h — 59t2(1 - 6/@9252) .
K

Podobné bychom mohli fesit tlohu o vrzich v tihovém poli s odporem vzduchu a
nachézet tvar balistickych krivek. Bude-li odporovéa sila imérné prvni mocniné rychlosti,
dostaneme parametrické vyjadieni balistické kiivky jako

Vox —kt V0oz g —kt g

1

Na obr. 2.7 jsou trajektorie Sikmého vrhu télesa s pocatecni rychlosti 100 m.s™" vrze-

ného pod tihlem 35° a 45°. Odpor vzduchu je pfitom predpokladan imérny druhé mocniné

144 nent gravitacéni konstantal
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obr. 2.7

rychlosti s koeficientem x = 4.1072 m~!. V&imnéte si, Ze téleso doleti pod tihlem 35° ddle
nez pod thlem 45°. Ve vakuu by dosahlo maximalni dalky pod tihlem 45° rovné asi

1 000 m. Pohyby téles ve vzduchu mohou byt dale komplikovany jeho pohybem , rozdilnou
hustotou a také pripadnou rotaci téles, které vede k jejich snaseni z pocatecni roviny vrhu
(Magnusiv jev). O vlivu rotace Zemé na pohyb téles pojedname v odstavci 2.4.

2.2 Pohyb kmitavy

2.2.1 Harmonicky oscilator

Uvazujme jednorozmérny pohyb castice hmotnosti m naptiklad podél osy z, na niz
pusobi sila F, = —kx , k > 0. Je to ziejmé sila konzervativni a castice ma v tomto
silovém poli potencidlni energii

Ulz) = % ka?. (2.34)

Aditivni konstantu jsme volili tak, aby potencialni energie byla nulové pii z = 0. Céstice
ma pfi pohybu urcitou energii F/, ktera se zachovava, je integralem pohybu; pfitom musi
platit podminka E > U(z). Lze tedy Fici, Ze se ¢astice pohybuje v symetrické, parabolické
potencidlové jamé a x lezi v mezich —A < x < A, kde A je amplituda, nejvétsi vychylka
(obr. 2.8).

Ukazeme, ze takova Castice bude vykonadvat netlumené harmonické kmity s vlastni
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obr. 2.8

uhlovou frekvenci
Wy — — . (235)

Tato soustava se proto nazyvd harmonicky oscilator a mé zasadni vyznam ve vSech
oblastech fyziky. Jeji dilezitost je v tom, ze jakoukoli symetrickou potencidlovou jamu
mizeme pro malé kmity vzdy aproximovat jamou parabolickou a harmonicky oscilator tedy
obecné popisuje libovolné kmitavé pohyby s malou amplitudou. Jeho dilezitou vlastnosti
je i to, ze jeho vlastni thlova frekvence (kterd je jedingm parametrem charakterizujicim
harmonicky oscilator) nezavisi na amplitudé a ze perioda kmiti je vzdy stejnd nezavisle
na pocatecéni vychylce.
Pohybovou rovnici harmonického oscildtoru

mi=—kuz (2.36)

upravime na tvar
i+ wiz=0 (2.37)

a Tesime podle pravidel pro feSeni linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koefi-
cienty (viz kapitolu Matematicky aparat). Vysledné feSeni, zavislé na dvou integrac¢nich
konstantach, mizeme vyjadiit nékolikerym zpisobem:

z(t) = Cleiwot + CQG_int = Ajcoswpt + Agsinwot = Asin(wot + ¢o) - (2.38)

Konstanty C7, Co jsou obecné komplexni, konstanty A; = C1 + Cy = Asingy, As =
i(Cy — Cy) = Acos pg realné.

73



Derivovanim dostaneme rychlost ¢astice jako
v (t) = Awg cos(wot + ¢o) - (2.39)

Pocateéni podminky nam iikaji, jak kmitavy pohyb zapocal. Céstici mizeme uvést
do kmitavého pohybu bud tak, Ze ji udélime uréitou pocateéni rychlost, nebo tim, ze ji
vychylime a pustime, pfipadné obojim zptsobem. Obecné podminky mutzeme zapsat tak,
ze v okamziku t = tg bude x = g > 0, v, = vg > 0. Potom dostaneme pro amplitudu a
fazovou konstantu

2
(Y woxo
A= |23 +-%, tg(wto+py) = — . (2.40)

V dal$im se omezime na jednodussi pocatecni podminky t =0, =z =0, v, = vg. Pak

mame A = vg/wy a sin g = 0, odkud @o = 0. ' Dostavame tedy Feseni

z(t) = Z—Zsinwot, vz (t) = o coswot . (2.41)

K témuz vysledku mizeme dospét i jinak. Dosadime-li do (2.29) potencidlni energii
(2.34) a zintegrujeme, mame

/9C dx 1 /x dx 1 arcsin & (2.42)
- = — ————— = — arcsin — , .
0 /E(E_lk:xg) wo Jo A% — a2 wo A

m 2
kde

/2 E / mvo
nebot celkové energii dodand ¢éstici je pravé E = 2mv0
Energii harmonického oscilatoru mizeme zapsat jako
1 1 1 1
E = -mi? + —ka® = —mvf = —mwiA?. (2.43)

2 2 2 2
Je tedy imérné ctverci vlastni frekvence a amplitudy. U periodickych pohybii méa vyznam
urcovat stfedni hodnoty veli¢in za periodu. Tak dostaneme pro stfedni hodnoty kinetické

a potencialni energie 1
<T>= 1mv(2)<cos2<.uot>: 1mvg, <U>= fk <sm wot > = 1mvg
2 4 2 Wo 4
(2.44)

Vidime, ze stfedni hodnoty kinetické a potencialni energie harmonického oscilatoru za
periodu jsou stejné. Tento zajimavy vysledek plyne z obecné véty zvané teorém o viridlu.
2.2.2 Tlumeny oscilator

Netlumeny harmonicky oscilator je fyzikalni idealizaci, pfedpokladéame, Ze u ného ne-
dochézi k disipaci mechanické energie, neuplatiiuje se tfeni. Ve skutecnosti musime do

5Kdyby bylo @o = 7, muselo by byt vo < 0 oproti predpokladu.
16Snadno se piesvédéime, Ze stiedni hodnoty funkei sin® wot a cos® wot za periodu jsou rovny 1 /2.
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pohybové rovnice oscilatoru zahrnout disipativni silu, kterou obvykle bereme jako tmeér-
nou rychlosti. Pohybovou rovnici

mi=—kx—ha (2.45)
upravime na tvar
i+ 204 +wiax=0. (2.46)

Predpokladame, ze konstanty £ > 0, h > 0 jsou kladné a zavadime dalsi parametr zvany
dekrement utlumu 6. Oscilator je pak charakterizovan dvéma parametry

Ik h
wo = — (527.
m 2m

Reseni pohybové rovnice hledame ve tvaru x = Ce® a pro a dostadvame charakteristickou
rovnici
o> +25a 4+ wi =0

odkud
a =6+ 4/2-wd =-6+D, kde D? = 6-uw} (2.47)

je diskriminant charakteristické rovnice. Tak dostavame obecné feseni
z(t) = Cre(=0tD1 | Cue(=0-D)t _ o—dt (C1ePt + Che Pty | (2.48)

V zévislosti na hodnoté utlumu a tedy diskriminantu rovnice miizeme nyni rozlisit ctyti
pripady:
1. Ptipad nulového atlumu

Jellid =0, D?= —w%, dostavame idealni pfipad netlumeného harmonického oscila-
toru.

2. Ptipad malého utlumu

Je-li D? = 6% — w¢ < 0, zavedeme tthlovou frekvenci
w = Jwi — 82 (2.49)
a FeSeni (2.48) pfechédzi na
2(t) = e 0 (Crelt + Che ) = A e % sin(wt + ¢p)

va(t) = A e % wcos(wt 4 o) — dsin(wt + @g)] . (2.50)
Dochézi k periodickym kmitém, jejichz amplituda exponencialné kless v case. Casovy
prubéh takovych kmitt za pocatecéni podminky t =0, x = 1, v, = 0 pro rtizné hodnoty
dekrementu tatlumu je zndzornén na pocitacovém diagramu na obr. 2.9.
Definujeme-li opét poc¢atecni podminky ¢t = 0, x = 0, v = vg > 0, dostaneme A =
vo/w , o =0 a feSeni bude mit tvar (viz obr. 2.10)

V) 0
z(t) = 200t gin wt , Uy = voe 0t < cos wt — sinwt> . (2.51)
w w
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obr. 2.9

obr. 2.10



Pohyb tlumeného oscildtoru neni pfesné vzato periodicky, nebot amplituda se postupné
zmensuje. Presto vSak je zfejmé, ze jak vychylka x, tak rychlost v, podle (2.51) prochazi
vzdy nulovou polohou ve stejnych intervalech 7'/2, kde T' = 2w /w (pro v jsou to kofeny
rovnice tg (wt + @) = w/J). Mizeme proto zavést periodu a uhlovou frekvenci, ktera se

ponékud lisi od vlastni thlové frekvence netlumeného oscilatoru w = \/wg — 2.
Amplituda je dana podminkou v, = 0 a pomér dvou nasledujicich vychylek na tutéz
stranu (tj. vzdalenych o periodu) je

wy _ Ae”M D sinf(w(ty +T) + po] _ 00T (2.52)
T Ae~% gin(wty + o) ' '

Veli¢ina ¥ = §T se nazyva logaritmicky dekrement utlumu.
Pro energii tlumeného oscildtoru dostaneme

L .21, 5 L o —ost 2 & g : ko oo
E = —ma“+-kx® = -vge m | cos” wt + — sin” wt — 2— coswisinwt | + — sin‘wt
2 2 2 w w w

(2.53)

Vystfedujeme-li tuto energii za periodu !” a piedpokladdme-li, Ze Gitlum je maly (§ < w),
dostaneme stfedni hodnotu energie béhem jedné periody

1
<E>= §mv(2)e_25t . (2.54)

Tato stfedni energie s ¢asem klesa, dochazi k disipaci kmitavé energie v energii tepelnou.
Stiredni disipovany vykon bude mit zfejmé velikost

d
<N>:]a<E>]:25<E>. (2.55)

Disipaci energie v tlumeném oscilatoru vyjadiuje bezrozmérna veli¢ina, kterou nazyvame
kvalita nebo cinitel jakosti oscilatoru

wy < E > wo
S e S 2.
@ <N > 20 (2.56)

3. Pripad kritického atlumu

Je-li D =0, 0 = wp, kmitavy pohyb prestava byt pravé periodicky a jde o pripad
kritického ttlumu. Re$eni pohybové rovnice bude obecné

x = (C1+ Cst) e 0w, = Che -4 (C1 + Cat) e 0t (2.57)
a pro nami zvolené pocatecni podminky
z = vote (2.58)

(rychlost dostaneme snadno zderivovanim). Céstice je tedy vychylena z rovnovazné po-
lohy, dosdhne maxima pfi ¢4, = 1/6 a opét se bude vracet do rovnovazné polohy, aniz by

17Stiedni hodnota soudinu sin wt cos wt za periodu je rovna nule.
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obr. 2.11 obr. 2.12

prekmitla na druhou stranu. Casovy priibéh vychylky je na obr. 2.11. Kritického atlumu
se vyuziva pri tlumeni ukazateld méricich pristrojd, kdy je nechceme rozkmitat a potie-
bujeme, aby se co nejrychleji ustavila rovnovazna poloha (i kdyz teoreticky vzato to trva
nekoneéné dlouho).

4. Pripad silného ttlumu

Je-li D? = 62 — w? > 0, potom oba kofeny charakteristické rovnice jsou realné a

dostévame
x = CrelT0HD1 4 Che(=0-D)t (2.59)

(rychlost dostaneme snadno zderivovanim). Pro ndmi zvolené poc¢ateéni podminky bude
v
z = —e Osinh Dt . (2.60)
D
Casovy priibéh vychylky je na obr. 2.12. Maxima je dosazeno v okamziku daném rovnici

tgh Dt — % (2.61)

2.2.3 Rezonance

Necht na oscilator ptisobi vnéjsi periodickd harmonickd sila s periodou 2. Tato sila
bude oscilator rozkmitavat, vnucovat mu svou frekvenci, dodavat mu energii. Mluvime o
vynucenych kmitech oscilatoru. Necht ma sila ¢asovy prubéh napiiklad F,(t) = Fy cos Qt.
Pak bude pohybova rovnice nehomogenni:

mi + hi + ka = Fy(t) . (2.62)
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Oznac¢ime B = Fy/m a pfepiSeme pohybovou rovnici na tvar
i+ 204 4+ wiz = BeosQt . (2.63)

Podle teorie nehomogennich diferencidlnich rovnic (viz Matematicky aparét) bude obecné
FeSeni rovnice (2.63) rovno sou¢tu obecného feseni homogenni rovnice (s nulovou pravou
stranou) a zvlastniho Feseni nehomogenni rovnice. Obecné fesSeni homogenni rovnice zname
- jsou to tlumené kmity a s vyjimkou nerealného pripadu nulového tfeni vzdy po urcité
dobé se priblizi k nule. Oscilator si tedy na pocatku trochu zakmita, ale my vyckame, az
tyto vlastni kmity odezni a nastoupi rezim vynucenych kmitt. Je rozumné ocekévat, ze
tyto vynucené kmity budou probihat s frekvenci Q0 a pokusime se najit feseni (2.63) ve
tvaru

z(t) = A sin(Qt + ¢o) . (2.64)

Neznamou amplitudu A a fazovou konstantu g musime urcit tak, aby feSeni splnovalo
nehomogenni rovnici. Uréime jesté rychlost a zrychleni

& = QAcos(VU + ), i = — Q2Asin(Qt + o) (2.65)
a dosadime do (2.63). Tak dostaneme
— Q2 Asin(Q + o) + 20QA cos(U + o) + WEAsin(Qt + o) = Beos().  (2.66)

Nyni rozlozime goniometrické funkce souctti (2t+ g na levé strané a pfirovname koeficienty
u sin Q¢ a cos {2t na obou stranach rovnice; aby rovnice byla splnéna v kazdém okamziku
t, musi se totiz tyto koeficienty nezavisle rovnat. Tak dostaneme soustavu dvou rovnic k
uréeni nezndmych A a ¢q:

A [(wd —Q?) cos o —20Qsing] = 0, A [(wi—Q2%)sinpg+20Qcos o] = B. (2.67)

Z prvni z téchto rovnic okamzité dostavame vztah pro ¢g: 18
2 2
wj —
t = —. 2.68
8 %o 550) (2.68)

K urceni amplitudy kmitt A budeme postupovat takto: obé rovnice (2.67) umocnime
na druhou a sec¢teme. Pfitom ndm vypadnou vyrazy obsahujici pg a mame

A= B . (2.69)
V(@ - 2)2 + 46202

7 tohoto vyrazu je patrno, ze pokud utlum neni prili§ velky, amplituda kmitd poroste
pri priblizovani frekvence € vlastni frekvenci oscilatoru wg. Tomuto jevu se fika rezonance
a zavislost amplitudy na vnéjSim kmito¢tu nazyvime rezonanéni kiivkou v amplitudé.

Prozkouméme-li funkci A(Q) podrobnéji, zjistime,Ze pii Q = 0 m4 hodnotu Ay = B/wg,

wo

kterou nazyvame statickd vychylka. Pokud je velky atlum (6 > %), dosahuje funkce

2082
wgfﬂz :

18K dybychom byli byvali volili feSeni ve tvaru o = A cos(Qt + o), dostali bychom tg po = —
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obr. 2.13

maxima v nule (kfivka 1 na obr. 2.13) a jev rezonance nenastava. Pfi atlumu § < <2

V2’
nabyva kfivka maxima na rezonanéni frekvenci Q, = \/w — 262, a to

B
26\ /w? — 52

S klesajicim tlumem tato maximalni hodnota roste do nekonecéna a rezonancni frekvence
se pfiblizuje vlastni frekvenci wy (kfivky 2 a 3 na obr. 2.13). Tangens fazového thlu ¢
pritom prochézi nulou vzdy na vlastni frekvenci wy (obr. 2.14).

Vynucené kmity oscilatoru jsou netlumené, soustava se nachézi ve stavu energetické
rovnovahy - ztraty mechanické energie disipaci jsou nahrazovany energii vnéjsiho zdroje,
vynucujici sily. Cim jsou ztraty mensi, tim s vétsi ¢innosti je vnéjsi energie absorbovana
a roste maximalni amplituda oscilaci. Ta mtze nékdy dosdhnout nebezpecéné velkych hod-
not (naptiklad pfi rezonanénim rozkmitani mostu, vozidla nebo stroje). Na druhé strané
rezonance umoziuje zachycovat a pak zesilovat velmi slabé elektromagnetické signdaly a
ma i jinak velmi dilezité uplatnéni ve fyzice a technice. Mohlo by se zdat absurdni, ze
pfi dostatecné malém utlumu mutizeme s urcitym, koneénym zdrojem energie dosdhnout
libovolné velké amplitudy kmitd, napfikad maly chlapec by teoreticky mohl svym pohy-
bem zpisobit zhrouceni mostu. Ve skutecné vsak vzdy piisobi urcity Gtlum a kromeé toho
kmity mechanickych systému presné vzato nikdy neprobihaji jen na jediné frekvenci, vzdy
existuje urcité frekvencni spektrum, takze nekoneéné hodnoty amplitudy dosahnout nelze.

Pro energii oscilatoru v rezimu vynucenych kmiti mame (podobné jako u netlumeného

(2.70)

Amam =
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obr. 2.15

oscilatoru)

mB2Q2
[(wg — Q2)% +462Q2]

E = tmi® 4 ska® = %mQ2A2 = 5 (2.71)

2 2

vz

Zavislost energie takto nahromadéné v oscilatoru na frekvenci vnéjsi sily nam dava rezo-
nenc¢ni kfivku v energii, ktera je na obr. 2.15.

Tato kiivka se lisi od rezonané¢ni k¥ivky ve vychylce na obr. 2.13 a 2.14 jednak tim, ze
pri nulové frekvenci se blizi k nule a tim, Ze nabyva maxima vzdy na vlastnim kmitoc¢tu
wo (a nikoli na rezonanénim kmitoctu €2,.). Tato maximdlni energie pfitom je

mB?
Emam - W (272)
Ztratovy vykon disipativnich sil vystfedovany za periodu dostaneme jako
1
< N>=<Fu, >=<hi?>=< hA’Q? cos®(Qt + @) > = §hA292 =
dmQ2B?
= : (2.73)
(wg — 02)2 4 462Q2
Porovname-li tento vysledek s vyrazem pro energii oscilatoru (2.71), vidime ze
E =26 < N > a kvalita oscilatoru je
on
= ) 2.74
Q=N (2.74)



Energie F ziistava nyni konstantni, rovna své stiedni hodnoté.

Oscilator je plné charakterizovan svou vlastni frekvenci wg a Gtlumem, ktery mizeme
vyjadrit kvalitou jako bezrozmérnym c¢islem. Obecnou definici kvality oscilatoru jako po-
mér soucinu vlastni frekvence a energie délenému stfednim ztratovym vykonem muzeme
pouzit na jakykoli oscilator bez ohledu na to, jakého piivodu jsou ztraty energie, zda do-
chézi k tfeni, odporu prostiedi, ohmickému zahiivini na odporech nebo tiniku energie ze
systému jinym zpusobem. Kvalitu miZzeme pak pfimo urcit z rezonancni kiivky na obr.
2.15 tak, ze urc¢ime Sitku této k¥ivky v poloviéni vysce. Ze vztahu

mB2Q? 1 mB?

(w2 — 02)2 +462Q2] 2 8H2

dostaneme rovnici ¢tvrtého stupné pro urcéeni kotenu €2 jako frekvenci, pri nichz energie
nabyva praveé poloviny maximalni hodnoty:

(Wi — )% + 46%02 = 85°Q2

neboli
(wg — Q%2 = 46207, Wi -0Q% = +20Q.

Rovnice se ndm tedy rozpadla na dvé kvadratické rovnice a jejich feSsenim dostaneme ¢tyti
kofeny odpovidajici véem moznym kombinacim znamének:

[s2
Q234 = FO£ 0} + wd . (2.75)

Z nich vyhovuji pouze kladné kotfeny odpovidajici kladnému znaménku pfed odmocninou.
Rozdil téchto dvou kofentt ndm pak davé sitku rezonancéni kiivky na polovi¢ni visce:
wo

AQ = - =25 = 7. (2.76)

Sitka rezonancni kiivky je tedy nepiimo imérna kvalité, ¢im je mensi Gtlum, tim je rezo-
nancni krivka uzsi a vyssi. Zméfime-li experimentalné pribéh rezonancni kiivky, mizeme
z ni stanovit jak vlastni frekvenci tak kvalitu oscilatoru.

2.2.4 Vazané oscilatory

Predstavme si dva oscildtory, které jsou néjakym zpiisobem spojeny, existuje mezi
nimi vazba, mohou si vzajemné predavat energii. Takova situace je velmi Casta, dokonce
mivame celé fetézce vazanych oscilatort, které se vzajemné rozkmitavaji. Charakter této
vazby muze byt rizny. Jako pfiklad si vezméme dvé stejna kyvadla vzajemné spojena
pruzinou, pak jde o tzv. pruznou vazbu a sila, kterou pruzina bude piisobit na kyvadlo
bude Gmérna jejimu protazeni (obr. 2.16).

Takovy systém miizeme snadno exprimentalné realizovat, rozkyvat jedno z kyvadel
a sledovat dé&j. Uvidime, ze se druhé kyvadlo zacne postupné rozkyvavat s vzristajici
amplitudou, energie se zacne prelévat od prvniho kyvadla k druhému az se prvni kyvadlo
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obr.2.16

zastavi. Pak se déj zacne opakovat v obrdceném sméru. Pohyb kyvadla ma tedy charakter
razi, a ty vznikaji jak vime superpozici dvou kmitavych pohybt o blizkych frekvencich.
Pohyb kyvadla mtizeme pro malé vykyvy povazovat pfiblizné za harmonicky a uvazo-
vat pfitom pouze pohyb ve sméru osy z. Misto kyvadel miizeme uvazovat i dva hmotné
body spojené pruzinkou, které mohou harmonicky oscilovat podél osy x. Tteni ptitom
zanedbame.
Pohybové rovnice obou oscildtori mizeme zapsat ve tvaru

a'v'l—i—wgml:ka(wg—xl), a'éz—i—nggzn(xl—mz). (2.77)
Predpokladéme, ze sily mezi oscilatory ptisobi podle zdkona akce a reakce a konstantou s

jsme vyjadrili intenzitu vazby. Obycejné se zavadi bezrozmérny tzv. stupen vazby

K
K = . 2.78
w% + K ( )

Soustavu rovnic (2.77) fesime tak, Ze obé rovnice seCteme a odeCteme a oznac¢ime
soucet a rozdil 1 + o = x4, 1 —x9 = z_. Pro tyto funkce mame rovnice

Pptwiz, =0, i+ (wi4+2k)z. =0. (2.79)
To jsou dvé rovnice pro netlumené harmonické oscilatory o frekvencich wg a Qo = /w3 + 2.

Dostavame tedy feseni . = Ay sin(wot + @o4) , - = A_sin(Qot + po—) a prejdeme-li
k funkcim x1 , 9, dostaneme

1
1 = S[Aysin(wot + o) + A sin(Qot + po-)]

1
Ty = §[A+ sin(wot + po+) — A sin(Qot + o-)] . (2.80)
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obr. 2.17 obr. 2.18

Pro pripad slabé vazby si budou thlové frekvence wg, £y blizké a pohyb bude mit cha-
rakter razu.

2.2.5 Matematické kyvadlo

Pod matematickym kyvadlem rozumime hmotny bod m zavéseny na nehmotném vldkné
délky I v tthovém poli. Predpokladejme, ze délka zavésu zistava stala a ze jde tedy spis o
nehmotnou tuhou tycku. V takovém pripadé je pohyb hmotného bodu v prostoru omezen,
mize se pohybovat jen po kulové plose o poloméru [. Tato vazba zptisobuje, ze k popisu
pohybu nejsou zapotiebi tfi prostorové souradnice, ale pouze dvé (napiiklad thly ¢ , o
- viz Matematicky aparéat o sférickych soutadnicich). Takovy systém nazyvame sférické
kyvadlo a jeho pohyb si umime dobfe predstavit udélime-li obecnou vychylku a pocéatec¢ni
rychlost takto zavéSenému predmétu.

My se vSak omezime na jednodussi piipad, kdy se hmotny bod bude pohybovat pouze
ve svislé roviné. Takovy pohyb vznikne tak, ze kyvadlo vychylime a volné pustime nebo
mu udélime vodorovnou pocatecni rychlost v rovnovazné poloze. Protoze na kyvadlo pak
pusobi uz jen tize, kterd nemé vodorovnou slozku, ztstane pohyb kyvadla omezen na
rovinu. Hmotny bod bude opisovat oblouk kruznice a k popisu pohybu pak staci jen jedna
soufadnice, polarni thel ¢ (viz obr. 2.17). Tento systém se nazyva rovinné matematické
kyvadlo.

Ke studiu pohybu rovinného kyvadla pouzijeme polarni souradnice. Pocatek umistime
v bodé zavésu a polarni poloosu namifime svisle dolti. Pro souiadnici r a ¢ mame pohybové
rovnice

ma, = m (¥ —r¢?) = mgcosp — Fy

ma, = m (2ro+7rp ) = —mgsingp . (2.81)
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Ve sméru radidlnim (podél soufadnice r) pohyb nenastava a z prvni rovnice mtizeme urcit
silu, jiz je napinan zavés kyvadla:

F, = mgcosp+mre? . (2.82)

Tento vztah vyjadiuje skutecnost, ze dostiediva sila, ktera realizuje nerovnomérny kruhovy
pohyb hmotného bodu je dana silou napéti zdvésu zmensenou o radidlni slozku tihy.
Z druhé rovnice dostaneme pohybovou rovnici pro thel p, vykyv:

.. g .

Pt sing = 0. (2.83)
Tato diferencialni rovnice je ovsem obtizné fesitelna. Zkusime proto vyuzit toho, ze tihové
pole je konzervativni a zapiSeme zakon zachovéani energie:

1 1
E = imv2 +U(p) = iml2<,b2 —mglcosp = —mglcos g , (2.84)
kde g je pocéateéni vychylka. Nulu potencidlni energie jsme zvolili pro thel ¢ = 7/2.
Pohyb matematického kyvadla mtizeme tedy povazovat za pohyb v kosinové potencidlové
jameé U(p) = —mgcos (obr. 2.18). Resenim rovnice pro energii dostaneme

d 2
= d—f = \/lg(cos<p —cos¢p) , (2.85)
odkud
(2.86)

l d
R / % L C.
29 4/COS (v — COS g

Tim jsme sice vytesili tlohu ”v kvadraturach”, dostali jsme zavislost ¢asu na thlu ¢
vyjadfenu pomoci integralu, ale tento integral se ned4 obecné fesit pomoci elementérnich
funkei, vede na tzv. integrély eliptické. Nebudeme se zajimat o ¢asovy prubéh ¢(t), ale
pokusime se urcit periodu pohybu 7' jako ¢tyfnésobek doby potfebné k pohybu kyvadla
mezi nulovou a maximélni vychylkou. Pro mald ¢ mutzeme pfislusny elipticky integral
rozlozit do fady a dostaneme 19

I [0 d l 1
T = 2V2 f/ 1 = 27 (1—1—(,0(2)—1—---). (2.87)
g Jo 4/COSp — Cos g g 16

Pro malé vykyvy je tedy matematické kyvadlo izochronni, 2° tj. jeho perioda nezéavisi

na amplitudé a je rovna
l
T =27 \/7 (2.88)
9

Ylest T = 2\/5\/2 fow ﬁ = 4\/2K(sin £0), kde elipticky integral prvniho druhu K(z) je

definovan jako funkce K(x) = f OW/Z \/1d7§—'2§ . Jeho rozklad do fady pro malé hodnoty x lze nalézt v

tabulkéch specidlnich funkci; viz naptiklad pfirucku K. Rektorys a spolupracovnici: ”Prehled uzité mate-
matiky”, SNTL Praha 1981.

29Tento poznatek zjistil poprvé Galilei, kdyz pozoroval kyvani lucerny zavésené na stropé chramu v Pise.
V téze dobé ho publikoval i nd§ Marcus Marci.
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obr. 2.19

K témuz vysledku jsme vSak mohli dojit i jednoduseji tak, Ze rozlozime funkce sinp a
cos ¢ do fady a vezmeme pouze ¢leny do druhé mocniny ¢:

3 2 4

. % ¥ ¥
— - ... =1 L _ ...

sin ¢ % 6—i— , COS¢ 2—|-24

Pak dostavame pohybovou rovnici

é + % = 0. (2.89)
To je ovSem rovnice harmonického osciladtoru a pro jeho periodu okamzité plyne (2.88).
Poloviéni periodu 7 = T'/2 nazyvame dobou kyvu.
Ptiblizeni malych kyvt vlastné znamend, Ze aproximujeme kosinovou potencidlovou
jadmu parabolickou (viz obr. 2.19). Polozime-li pfitom nulovou potencialni energii do ¢ = 0,
dostaneme pro energii

1 1 1
E = iml2¢2+§mglg02 = §mgl<,0(2). (2.90)

Odtud urc¢ime ¢ a po separaci proménnych integraci dostaneme periodu jako

l %o dgo l . (p %o l
T = 4 4/- / —— = 44/ - [arcsm —] =27 \/j 2.91
\/; 0 A /SO(Z) — SO2 \/; ¥olo g ( )

Uloha (cykloidalni kyvadlo)

Protoze matematické kyvadlo je izochronni jen pro malé amplitudy, znamené to, ze
kyvadlové hodiny pijdou piesné jen pri malych rozkyvech. To by ovSem znac¢né omezovalo
jejich pouzitelnost k presnému méfeni ¢asu, o néz fyzika a astronomie usilovaly. Ch. Huy-
gens v 17. stoleti zjistil, Ze kdyby hmotny bod tvofici zatéz kyvadla misto oblouku kruznice

87



obr. 2.20

opisoval oblouk cykloidy, kyvadlo by bylo izochronni pro libovolné velké amplitudy. M-

zeme to snadno ovérit. Rovnici cykloidy jsme uvadéli v souvislosti se skladanim pohybi

(1.40). Nyni trochu pozménime umisténi cykloidy - zménime orientaci osy y, umistime

pocatek ve vrcholu cykloidy a misto tthlu o prejdeme k tthlu ¢ = o — 7 - viz obr. 2.20.
Tak dostaneme parametrické rovnice cykliody

x=a(p+sing), y=a(l—cosy).

Zapiseme nyni energii takového kyvadla:

1 1 1
E = im(:c2 + ) +mgy = §ma2(¢+gbcos )2+ Ema2 (psing)? +mga (1 —cosp) =

1
= ima2gb2 (1+2cosg+cos?p+sin?p ) +mga (1—cosp) =

= ma?p? (14cosp ) +mga (1—cosp ) = 2ma’y? cos? g + 2mga sin® g .

Oznacime-li nyni
q = 4asin§, q = 2agbcos§,
muzeme energii zapsat ve tvaru

1 1mg
E=-mi@ + 9.
2" T 5,

To je ovsem energie harmonického oscildtoru vzhledem k soutradnici g a jeho perioda

T = 27 4_a
\/9
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nezavisi na amplitudé. Zbyva jesté vyresit technicky problém, jak pfimét kyvadlo, aby
misto kruznice opisovalo cykloidu. K tomu staci upevnit v blizkosti zavésu dva plisky
tvarované do takové kiivky (evoluty cykloidy) aby zavés kyvadla se pfi vétsich vykyvech
na tyto kiivky pokladal a pak se od nich tecné odvijel (obr. 2.18). Timto konstrukénim
zdokonalenim zvysil Huygens presnost kyvadlovych hodin, coz umoznilo dalsi rozvoj ex-
perimentalni fyziky a astronomie. Teorii pohybu kyvadla Huygens podrobné rozpracoval
se svém slavném spise ”Horologium oscillatorium” z r. 1673.

2.3 Pohyb v centralnim poli

2.3.1 Obecné vlastnosti pohybu ¢astice v centralnim poli

Dosud jsme se zabyvali jednorozmérnym pohybem castice, ktery bylo mozno popsat
jednou soutradnici, kartézskou nebo polarni. Pfejdeme nyni k pohybu ¢éastice v prostoru,
v némz pusobi néjaké silové pole. Je-li toto pole homogenni, je sila v kazdém bodé
konstantni co do velikosti i sméru. Pohybovou rovnici

d*7 -
m o = F = konst (2.92)
s pocatecnimi podminkami
t=ty, ¥ =17y, U= 1 (2.93)

pak muzeme fesit primo ve vektorovém tvaru jako
. . 1 = . . . s 1 =
U—Uo%—%(t—to)F, 7 =17y + (t—to) Vo + (t—to) %F (2.94)

Povazujeme-li za homogenni naptiklad tihové pole Zemé v néjakém misté na zemském
povrchu a vedeme-li kartézskou osu z svisle vzhiru, poloZzime F= (0, 0, —myg),

U =mgz+ U a z (2.94) dostaneme vsechny pfipady padu a vrhi v tthovém poli, jimiz
jsme se uz drive zabyvali.

Homogenni silové pole v celém nekoneéném prostoru ovSem nemuze existovat, je vzdy
jen aproximaci néjakého lokalniho pole. Zemské tihové pole neni homogenni, ptisobici sila
mifi priblizné do stfedu Zemé a pri pohybech na vzdalenosti srovnatelné se zemskym
polomérem jej musime povazovat za pole centralni.

N

nebo sféricky symetrickymi ¢asticemi a télesy. Budeme se jim nyni zabyvat. Predpokla-
dejme, Ze existuje silové centrum, s nimz mutzeme spojit pocatek vztazné soustavy a zZe
tato vztazna soustava bude pritom inercidlni. Protoze sila pisobici v centralnim poli na
Castici hmotnosti m mifi do tohoto centra (nebo od ného), miizeme pohybovou rovnici

g =F vynéasobit zleva vektorové polohovym vektorem 7 a dostaneme
dp d dr -
X — = —(Fx — —Xp =7rxF. 2.95
a = o@D T g xp (2.95)
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Snadno nahlédneme, ze soucin

—

— Xp=mixv=0,

a stejné tak moment sily vzhledem k pocatku

—

N =7xF =0,

nebot sila a polohovy vektor lezi v téze priimce.
Zavedeme nyni novou veli¢inu, moment hybnosti éastice vzhledem k pocéatku
[ = Fx D.
Z (2.95) plyne, ze moment hybnosti ¢astice vzhledem k silovému centru se v centralnim
silovém poli zachovava:
d dl o
%(rxﬁ)zﬁzoz [ = konst . (2.96)
Zachovani momentu hybnosti ¢astice v centralnim poli ma zavazné disledky. Protoze
se zachovavd smér vektoru ﬁ plyne odtud, Ze vektory 7 a p, tedy polohy a rychlosti,
ziistavaji stale v téze roviné. Céstice tedy vykonava rovinny pohyb a je mozné se omezit
na dvé soufadnice. Obyc¢ejné volime polarni souradnice 7 , ¢ s pocatkem v silovém centru
a odec¢itani polarniho thlu od zvoleného sméru provadime proti sméru hodinovych rucicek.
Protoze Zemé se pohybuje v centralnim silovém poli slunec¢ni gravitace, probiha jeji
pohyb v roviné, které se rika rovina ekliptiky. Poloha roviny ekliptiky ovSem souvisi s
pocateénimi podminkami vzniku slunecni soustavy. V roviné ekliptiky se pohybuje vétsina
planet s mensi nebo vétsi thlovou odchylkou. Draha Meésice je je sklonéna vici ekliptice
asi o 5°; kdyby obihal v roviné ekliptiky, méli bychom zatméni Slunce a Mésice kazdy
mésic. Je zajimavé, Ze drahy komet v roviné ekliptiky nelezi. 2!
Vedle sméru musi se zachovavat i velikost momentu hybnosti ¢astice. Podle definice
vektorového soucinu a vzhledem k vyjadreni slozek polohového vektoru a rychlosti v po-
larnich soufadnicich (1.12) mame

— — —

o Yo 20
I = mvrxv =m 7 COS rsin @ 0| = mnr ¢z = konst .

rcosp —resing rsinp+rocosp 0
(2.97)
Zakon zachovani velikosti momentu hybnosti planety pohybujici se v gravitacnim
poli Slunce objevil Kepler na zékladé podrobného zkouméni pohybu Marsu podle mé-
feni Tychona Braha. Tehdy ovSem je$té nebyly definoviany pojmy hybnosti a momentu

21 Atom byva Casto zndzoriiovan v tzv. planetdrnim modelu, kdy napiiklad elektron v atomu vodiku
obihé kolem protonu jako planeta kolem Slunce. Kvantova fyzika vSak ukazala, Ze pohyb elektront nelze
popisovat jako pohyb castice po trajektorii. Kromé toho, podle Newtonovy mechaniky by elektron musel
konat rovinny pohyb, podobné jako planeta. To je v rozporu s tim, Ze atom vodiku je sféricky symetricka
soustava.
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obr. 2.21

hybnosti a Kepler stanovil zdkon stalosti plosné rychlosti planety. Podle druhého Keple-
rova zakona plochy opsané privodi¢em planety za stejnou dobu jsou stejné, je -li planeta
blize Slunci, pohybuje se rychleji, je-li dale od Slunce, pohybuje se pomaleji. Ur¢ime tuto
plosnou rychlost.

Na obr. 2.21 vidime plochu opsanou pruvodi¢em ¢astice za malou dobu dt; privodic se
pfitom pootoci o thel dy. Plocha opsané privodi¢em bude v limité€ rovna poloviné obsahu
rovnobéznika vytvoreného vektory 7, dr, tedy s pouzitim (2.97)

ds = - |Fxdr.

1
2
Oznacime-li plosnou rychlost jako w, dostaneme

as 1

L dr

1 z ).
TX% —

1
2|F><17|:2—:§'rg0:konst. (2.98)
m

dt 2

Zakon zachovani momentu hybnosti ¢astice, a tedy i druhy Keplertiv zédkon, plati v 1i-
bovolném centralnim poli (nejen gravitacnim). Polozme si nyni otazku, kdy bude centralni
pole konzervativni. Na obr. 2.22 jsou znazornény siloc¢ary dvou centralnich poli; vétsi hus-
tota siloCar znamena vétsi velikost ptisobici sily. Na obr. 2.22a je centralni pole izotropni,
silo¢ary jsou rozlozeny rovnomérné ve vsech smérech, na obr. 2.22b je pole neizotropni.
Uvazme déale uzavienou drahu tvofenou dvéma radidlnimi tseky a dvéma oblouky kruznice
se stfedem v pocéatku a uréeme préaci, kterou vykona centralni silové pole pfi pfemistovani
castice podél této uzaviené drahy. V piipadé centralniho pole bude tato prace nulova, pro-
toze podél oblouki kruznic sila praci nekond a prace podél radidlnich tseku se vzajemné
vyrusi - velkost sily je stejnd a tiseky prochazime v protichtidnych smérech. Takové pole
bude zfejmé konzervativni. V pripadé neizotropniho pole piisobi podél radidlnich tseki
sila nestejné velikosti a prace po uzaviené drize bude nenulova - pole konzervativni neni.

Uvedené ilustrace naznacuje, ze izotropni centralni pole, jehoZ sila bude zaviset
jen na vzdalenosti od pocatku, bude konzervativni a bude ho mozno vyjadfit pomoci
potencialni energie U(r):

dU(r)

Fr) = - . (2.99)
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obr. 2.22

ZapiSeme nyni pohybové rovnice ¢astice v izotropnim centralnim poli:
ma, = m (¥—r¢*) = Fu(r)

ma, = m(2rp+r¢g) =0 (2.100)

Na prvni pohled je ziejmé, Ze FeSeni takové soustavy dvou diferencialnich rovnic bude

obtizné. Mizeme vSak vyuzit toho, Ze mame k dispozici dvé konstanty, dva integraly
pohybu: energii a velikost momentu hybnosti, které se pfi pohybu zachovavaji:

I = mr? ¢ = konst

2

1 1 1 1
E = om v+ U(r) = om 2+ om 2+ U(r) = om 2+ 2?57/1“2 + U(r) = konst .
(2.101)

Clen
l2
2mr?
vystupujici ve vyrazu pro energii zavisi pouze na vzdélenosti r a fikd se mu odstfediva
energie. MuzZeme jej spojit s potencidlni energii U(r) v novou funkeci r, kterou nazyvame
efektivni potencidlni energie

l2
2mr?

Uef(T) = U(T) +

Potom bude energie
1
E = imf“z + Ues(r) = konst . (2.102)

Soustavu rovnic (2.101) mizeme nyni Fesit separaci proménnych:

;o= % = 4+ %[E—Uef(r)]a
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odkud

d
tr) = i/ . L + O (2.103)
Vi lE = Uey(r)]
Tvar trajektorie,tj. zavislost thlu ¢ na r uréime z

dy dodr l
= = = —— = — 2.104
dt dr dt mr2 ( )

jako

+ Cy. (2.105)

er
/\/2mE Ues(r)]

Tim je tiloha o pohybu ¢astice v centralnim izotropnim poli obecné vyfesena. Vztah
(2.103) ndm udéava zakon pohybu, tj. zavislost soufadnice r na ¢ase a vztah (2.105) rovnici
trajektorie v polarnich soufadnicich. Reseni zavisi na ¢tyfech integra¢nich konstantich:
dvéma z nich jsou konstanty E a [, konstanty C; , C9 musime urcit z pocatecnich pod-
minek. Abychom dostali feSeni pro konkretni silové pole, museli bychom zadat potencialni
energii U(r) a tim Ug¢(r).

7 nalezeného reseni muZeme usoudit na nékteré spole¢né vlastnosti pohybu ve vSech
centralnich izotropnich polich. Shrneme je:

1. Pohyb je rovinny.
2. Plosna rychlost pohybu je konstantni.

3. Uhel ¢ se mént v case monotonné, ¢astice musi obihat centrum stale v témz smyslu
a nemuize se vracet. Plyne to z toho, Ze mr2p = konst a derivace thlu podle ¢asu nemtize
meénit znaménko.

4. Pri 7 = 0 tzv. body obratu, kdy se ¢astice prestava vzdalovat a zacina se opét pribli-
7ovat k centru) méni odmocnina v integralech (2.103) a (2.105) znaménko. Casovy pritbéh
pohybu i tvar trajektorie jsou tedy symetrické vzhledem k okamziktim a smérim do bodu
obratu.

5. Pohyb ¢astice je mozny pouze za podminky E > U.¢(r) a podle pribéhu funkce
Ues(r) mize byt bud infinitni (Castice se miize vzdalovat od centra do nekonecna) nebo
finitni (probihat v jamé efektivni potencilni energie).

6. Obecné dtlezita je otdzka tzv. padu na centrum, tj vyjasnéni podminek, za nichz
se Castice muze neomezené priblizit silovému centru, tj. "spadnout” na né. Z rovnice pro
energii dostavame nerovnost

2

%m?’"2 =FE—Ug(r)=E—-U(r) -

Vynésobime toto nerovnost 72 a zapiSeme ve tvaru

2mr?2 —

l2
2 2
U(r — < 7r°F.
()+2m "
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Podminka padu na centrum vyzaduje, aby se r, a tedy i prava strane této nerovnosti,
mohlo neomezené blizit nule. To je zfejmé mozné v téchto pripadech:

1)1=0, U(r)<0. Jinymi slovy sila musi byt pfitazlivd a moment hybnosti nulovy.
To nastane, dostane-li ¢astice pocatecni rychlost bud nulovou nebo radidlni. P¥ipad je
trivialni.

2) r2U(r) < —% < 0. To nastava pii

Ur)=——-—, a=xsMm > 0, (2.106)

takze k padu Zemé ¢i planety na Slunce dojit nemutze. To ovSem plati jen neuvazujeme-li
dalsi vlivy a zkoumame-li pouze Newtonovu silu mezi Sluncem a Zemi. Pokud by centralni
sila byla silnéjsi, jeji potencidlni energie by by rostla s pfiblizovanim k centru nepiimo
ameérné vyssi mocniné vzdalenosti, ¢astice by se po stale rychleji se zavijejici spirale neo-
mezem¢é blizila k centru.

7. Mimotadné zajimavou je otazka, kdy bude trajektorie ¢astice v centralnim izotrop-
nim poli tvofena uzavrenou kfivkou a kdy ne. Predstavme si finitni pohyb v potencialové
jamé vzhledem k r, ktery probih& v mezikruzi omezeném minimalni a maximalni vzdale-
nosti od centra (obr. 2.23).

Trajektorie ¢astice, ktera splnuje vSechny vyse uvedené obecné vlastnosti, nemusi byt
obecné uzavienou kfivkou a muize riuzicové vyplnovat mezikruzi, aniz se konec a pocatek
trajektorie kdy spoji. Pfi kazdém obé&hu se pfitom bod obratu posune o Ay; v astronomii se
tomu Fika posun perihelia planety. Trajektorie se uzavie, bude-li Ay racionalnim nasobkem
27. Teoretickd analyza ukazuje 22 Ze existuji pouze dva piipady, kdy trajektorie Gastice
je uzaviena. Je to piipad, kdy potencidlni energie klesd nepfimo iimérné prvni mocniné
vzdalenosti (Keplerova tloha) a kdy potencidlni energie roste se ¢tvercem vzdalenosti
(Gloha o prostorovém oscilatoru):

1
U(T)z—%,o»o U(r) = 5 kr* k>0. (2.107)

V obou pripadech bude trajektorie elipticka. V Keplerové tloze bude ovSem silové centrum
lezet v ohnisku elipsy, zatimco v tloze o prostorovém oscilatoru v jejim stredu.
Na obr. 2.24 je znazornéna efektivni potencialni energie pro Keplerovu tlohu
(kivka 1):
Q 12
U, f(?’) = — — 4+

r 2mr2

(2.108)

22Viz napi. Appell P.: ”Traité de mécanique rationelle” I, Paris 1953, rus. prekl. 1960.
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obr. 2.23

Jak snadno zjistime derivovanim efektivni potencialni energie dosahuje minima pii

12 a’m

Tmin = —— » a to Uefmin = -

p— S (2.109)

Funkce U, ¢(r) tedy vytvaii potencidlovou jamu, v niz je mozny finitni pohyb. Kfivka 2 od-
povida odpudivé sile pro oo < 0. S pritazlivou silou se setkavame u Newtonova gravita¢niho
pole, s pritazlivou i odpudivou silou nepfimo tmérnou ¢tverci vzdalenosti se setkavame u
Coulombova elektroststického pole. Vidime, Ze efektivni potencidlni energie odpudivych
sil potencidlovou jaAmu nevytvaii a neumoziuje tak finitni pohyb.

Na obr. 2.25 vidime efektivni potencialni energii prostorového oscilatoru. Ta dosahuje

minima pfi
12 Ik
Tmin = Y % ’ a to Uefmin =1 E . (2'110)

2.3.2 Gravita¢ni centralni pole

Uvazujme nyni gravitacni centralni pole velké sféricky symetrické homogenni hmoty
(nebo alespon tvotené sféricky symetrickymi vrstvami), napiiklad Zemé. Télesa, ktera se
v takovém poli budou pohybovat, necht maji mnohem mensi hmotnost nez Zemé, takze
pocatek vztazné soustavy umistime do zemského stfedu a budeme ji povazovat za inerci-
alni.

Newton odvodil velmi dilezity poznatek, ktery dnes matematicky formulujeme jako
tzv. Gaussuv zdkon. Podle tohoto zakona, sféricky symetrické gravitujici téleso poloméru
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obr. 2.24 obr. 2.25
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R se navenek, pro r > R, silové projevuje jako hmotny bod téZe hmotnosti umistény ve
stfedu symetrie. Uvnitt télesa ve vzdalenosti » < R od stfedu se pak uplatni jen ta cast
hmotnosti télesa, ktera lezi uvniti koule poloméru r. Znamena to, ze gravitacni pole uvnitf
kulové slupky je nulové! 2

Zapiseme nyni Newtontv gravitacni zakon (2.10) pro silu, jiz Zemé plisobi na ¢éstici
hmotnosti m ve vzdéalenosti r > Rz. Polomér Zemé jak zndmo ¢ini Rz = 6 378 km a lze jej
snadno zméfit soucasnym pozorovanim vysky Slunce nebo hvézdy nad obzorem ze dvou
riznych mist poledniku. Slozku sily mifici do stfedu Zemé budeme oznacovat F). a protoze
mifi ve sméru zmensujici se vzdalenosti, budeme ji brat jako zapornou. Mame tedy

mMy «

Ur) = — &k = —;—I—C. (2.112)

Konstantu muzeme zvolit tak, aby potencialni energie ¢astice pii nekonecném vzdaleni od
Zemé byla nulové, coz je smysluplné; potom zfejmé C' = 0.

Méjme nyni ¢astici m pod zemskym povrchem, napiiklad v myslené sachté provrtané
stfedem Zemé. Pak na ni bude plisobit jen ¢ast hmotnosti Zemé a urc¢ime-li hustotu Zemé
jako

My

= 2.113

dostaneme pro silu na ¢astici ptisobici

4 1 mMZ [0

F.(r) = — km §7r1"3p 2= K i) r = — —R% T. (2.114)

Této sile odpovida potencidlni energie
Ulr) = — 12 4+C . (2.115)

2R3,

Vidime, Ze pohyb nad Zemi odpovidé pripadu tlohy Keplerovy, pohyb pod Zemi ptipadu
prostorového oscilatoru; sila ptisobici zde na ¢astici je kvazielastickd, podobna sile harmo-
nického oscilatoru. 24 Konstantu C' ovSem nyni nemtizeme polozit rovnu nule, musime ji
urcit tak, aby potencialni energie byla v celém rozsahu r spojitd a aby na povrchu Zemé
pfi r = Rz davaly (2.112) a (2.115) touz hodnotu. Tak dostaneme

3a

C=--=
2R,

a souhrnné tedy muzeme napsat pro potencidlni energii ¢astice v zemském gravitacnim
poli
r>Ryz: U(r) = —

3R

. _ 2 3
r<Rg: U(r)—mg%r _2152‘
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obr. 2.26
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obr. 2.27

Tento pribéh potencidlni energie a sily zemské gravitace je znazornén na obr. 2.26.
Vztahneme-li gravitacni silu a potencialni energii k jednotce hmotnosti ¢astice, dosta-
neme intenzitu gravitacniho pole I' a gravitacni potencidl ¢, nad zemi:

F My U My -
= TR0, Py = =k ' = —Vyp,. (2.116)

Zatim jsme neurcili gravitacni konstantu k, kterou je mozno najit pouze experimen-
talné. V blizkosti zemského povrchu, nebudeme-li rozlisovat gravitacni a tihové zrychleni,
mame pro pritazlivou silu

mM 7

K ——5— 39
R

ATRy;

= myg, odkud kMz; = gR%, kp = (2.117)
Zname-li tedy tihové zrychleni a polomér Zemé, mizeme urcit soucin gravita¢ni konstanty
a hmotnosti Zemé nebo gravitacni konstanty a stfedni hustoty Zemé. Zatimco rozméry
Zemé byly znamy uz starym Rekfim, jeji hmotnost nemohla byt uréena bez znalosti gra-
vitacni konstanty. Urcit gravitacni konstantu tedy znamené zvazit Zemi.

Newton (1687), mohl pouze odhadovat stfedni hustotu Zems, a tedy i gravitaéni konstantu z hustoty
hornin zemské kiry.

Bouguer (1738), pokusil se zjistit gravita¢ni konstantu z odchylky olovnice na tGpati Chimboraza zpti-
sobenou gravitaci hory.

23Tento vysledek platici analogicky i pro pole elektrostatické dokadzeme pii vykladu elektiiny a
magnetismu.
24Prvni z téchto sil se zabyval Newton, druhou jeho soupef Hooke.
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Maskelyne a Hutton (1774), mérili rozdily ve vysce hvézd piistroji nivelovanymi na jiznim a severnim
uboéi horského hibetu ve Skotsku, stanovili stfedni hustotu Zemé v rozmezi 4 500 - 5 000 kg.m 2.

Dalsi méfeni tihového zrychleni pomoci kyvadel v riznych vyskach nad morem.

Henry Cavendish (1797), poprvé zmé&¥il gravitaéni konstantu v laboratofi pomoci upravenych Coulom-
bovych torznih vah a zvazil tak Zemi s velkou piesnosti (obr. 2.27). 2 Cavendish méfil pfitazlivou silu
mezi olovénymi koulemi o hmotnostech 730 g a 158 kg. Leh¢i kulicky byly umistény na koncich lehké tycky
z jedlového dieva, ktera byla zavéSena na tenkém stiibrném dratku. Tézké koule vyvolavaly svou gravi-
tacni silou torzni moment a zkrut vldkna. Systémam pak bylo mozno tézké koule pfemistit do protilehlé
polohy a torzni vahy tak rozkmitat. Z pozorovani bodu obratu bylo mozno urcit rovnovaznou polohu vah.
Cavendish, jeden z nejlepsich experimentatort v historii fyziky, urcil tak stfedni hustotu zemékoule na
5 480 kg.m ™3 a gravitaéni konstantu na & = 6, 754.10"** ST.

Jolly (1879), méfil rozdily v tdaji dvouramenych vah umisténych nad a pod velkou hmotnou kouli.
Boys (1895), vyuzil méfeni periody torznich kmiti vybuzenych hmotnymi télesy.

Luther, Towler (1981), z amerického Narodniho tfadu pro standardy provedli zatim nejpfesnéjsi méfeni
gravita¢ni konstanty pomoci periody torznich vah s vyuzitim modernich fyzikalnich metod. Na kfemenném
vldkné praméru 10 mikrometra a délky 40 cm byla zavéSena wolframova tycka praméru 1 mm a délky 28
mm, na jejichz koncich byly umistény wolframové valecky priméru 7 mm a vysky 2,5 mm. Cely systém
hmotnosti 7 g byl torzné rozkmitan gravitaénim uc¢inkem dvou wolframovych kouli hmotnosti 10 kg. Vahy
byly umistény za tlaku 10~2 Pa, kmity detekovany pomoci 1024 fotodiod s elektronickym vyhodnocovanim.

Tato méfeni dala dnes pouzivanou hodnotu gravitaéni konstanty
k = 6,67259.107 m3s2kg .
Tomu odpovidd hmotnost a stfedni hustota Zemé
My = 5,976.10** kg ~ 6.10** kg, p = 5518 kgm>.

Srovnejte tyto tidaje s méfenimi Cavendishovymi.

2.3.3 Keplerova tloha

Keplerova tuloha je tloha o pohybu télesa (planety) v centrdlnim gravitaénim poli.
Pribéh efektivni potencialni energie pro tento pfipad je na obr. 2.28, kde jsou téz vedeny
rizné hladiny energie. Je odtud zfejmé, Ze pohyb télesa bude mozny jen pii energii £ >
Uefmin dané (2.109). Tato minimalni energie odpovida vzdalenosti od centra zde oznacené
jako rg. Pfi zadporné energii

Ev = Uetmin = — =5, « = kMm

bude ziistavat vzdalenost od centra neménna a pohyb bude tedy probihat po kruznici o

poloméru
l2
rgo = — .
am
250 podrobnostech viz Broz J., Roskovec V.: ?Zakladni fyzikalni konstanty”, SPN Praha 1987, str. 202
- 210.
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obr.2.28

Vzhledem k symetrii systému musi byt pohyb po kruznici rovnomérny. Jeho periodu
snadno zjistime z podminky (2.104) jako

Ar? 3
WM O

Bude-li energie télesa lezet v mezich Ugfpmin < E2 < 0, bude pohyb finitni a bude
probihat v oblasti mezikruzi vymezeného hodnotami 7., , 7Tmae. PFi hodnoté energie
E3 = 0 stane se pohyb pravé infinitnim, téleso se muze priblizit z nekoneéna k centru na
vzdalenost

(2.118)

l2
(v tomto bodé je 7 = 0). Koneéné pii energii F4 > 0 bude pohyb také infinitni.
Vsechny tyto vysledky jsme zjistili, aniz bychom znali tvar trajektorie, po niz se bude
téleso v gravita¢nim poli pohybovat. Abychom jej uréili, musime do obecného feseni (2.105)

dosadit efektivni potencialni energii (2.108):
;lgdr

) / \/2mE+ (em)? — (L~ am)”

+ C.

o or l

prejde hroziveé vyhlizejici integral pro ¢ v

—i—C:arccosi—kC.

o= — /d_u
\Jug — u? o
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Konstantu C' musime urc¢it z poc¢atecni polohy polarni osy, kdy ¢ = 0. Polozime ji rovnu
nule a z koneéného vysledku pak zjistime, Ze jsme tim volili smér polarni osy k periheliu,
nejbliz§imu bodu trajektorie. Upravime nyni ziskany vztah

l am

v 1 —

— = 2

Yy 2mE + (97

tak, ze zlomek zkratime vyrazem " a rozdélime jej na soucet dvou zlomki:
l2
-~ 1 1
e s T T—mm t 08¢
2 r 2
1+ ma? 1+ ma?

V této rovnici uz vidime polarni rovnici kuzelosecky (M. 82). Oznac¢ime-li jeji parametr a
excentricitu

12 2E1?
p=—, e={1+— (2.120)
am ma
mame
Po14e Cos . (2.121)
r

To je tedy obecna rovnice trajektorie pri pohybu télesa v Newtonové gravitacnim poli
nebo nabité Castice v pritazlivém Coulombové elektrostatickém poli. Bude-li sila Cou-
lombova odpudiva, zméni se znaménko o = 47360 Q q (Q,q jsou elektrické néboje,
permitivita vakua), v rovnici kuzelosecky se zméni znaménko u jedni¢ky na pravé strané
a dostaneme rovnici (M.83).

Na zékladé (2.120) podle tiidéni kuzelosecek provedeného odstavci M 4. (str. 32) mi-

zeme okamzité rozlisit trajektorie télesa podle energie takto:

l.e=0, FE = FE - pohyb po kruznici.
2 l2
212 am

2.0<e<1, FEpnn<FE <O0-pohyb po elipse s ohniskem v silovém centru.
Pro velkou a malou poloosu, vzdalenost perihelia a afelia mame

P « b P l
a = = s = - =
1—e2 2|F| V1-—e? 2m|E)|
T'min = 1‘]:‘6:(1(1_6)7 Tmalefe:a(l—i-e). (2122)

Vsimneéte si, ze velkd poloosa elipsy zavisi jen na energii télesa, zatimco malé poloosa jak
na energii tak na momentu hybnosti. Energie tedy urcuje celkovou velikost elipsy, moment
hybnosti jeji protahlost.

3.e=1, FE =0 - pohyb po parabole.

T'min =

VRS
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4.e>1, FE >0 - pohyb po blizsi vétvi hyperboly.

p
T'min = 1+e =a(e-1).

5. V pripadé€ odpudivé sily pro o < 0 opét e > 1, FE > 0 a rovnice trajektorie

g:—1—i-ecos<,0
r

predstavuje vzdalenéjsi vétev hyperboly.

Pripomeneme nyni formulaci t¥i slavnych Keplerovych zdkont, které umoznily New-
tonovi objevit zakon gravitace a vytvorit tak prvni védeckou fyzikalni teorii. Prvni dva
zakony publikoval Kepler ve spise ” Astronomia nova” v roce 1609 v Praze, tfeti ve spise
”Harmonices mundi” (”Harmonie svéta”) v roce 1619 v Linci.

1. zakon
Planety obihaji kolem Slunce po eliptickych drahach a Slunce lezi v jejich
spoleé¢ném ohnisku.

2. zékon
Plochy opsané pruvodiéem planety za stejné doby jsou stejné.

3. zédkon
Ctverce obé&znych dob planet jsou tmérné t¥etim mocninidm velkych poloos.

Pfedevsim je tfeba podotknout, Ze Kepler povazoval Slunce za nehybné a tedy vztazna
soustava spojena se stfedem Slunce vystupuje jako inercidlni. Prvni Keplertav zédkon tvrdi,
ze trajektorie planety tvofi elipsu se Sluncem v ohnisku. Kepler to zjistil peclivym pro-
méfovanim trajektorie Marsu na zakladé dlouholetych pozorovani Tycha Braha. Do té
doby panovalo piesvédcéeni, které sdilel i Kopernik a Kepler, ze planety se pohybuji po
kruhovych drahach, jsou spojeny s nebeskymi sférami. Draha Marsu se od kruhové pri-
li$ nelisi, odchylka ¢ini asi 8 thlovych minut. Tycho Brahe, jako nejpresnéjsi pozorovatel
preddalekohledové éry v astronomii, vSak dosahl presnosti vyssi nez 4’ a tato presnost
umoznila Keplerovi nakonec tvar drdhy urcit jako elipticky. Znamenalo to oprostit se od
starovékych a stifedovékych predstav o ”dokonalosti” kruhového pohybu a ucinit nelehky
krok do novovéeku.

Planeta se bude pohybovat po uzaviené elipse jen tehdy, bude-li na ni pisobit presné
jen Newtonova gravitacni sila nepfimo Gmérna ¢tverci vzdalenosti. Ve skutecnosti na ni
pusobi i dalsi planety a nebeska télesa a také Newtontv zakon nepopisuje presné slunecni
gravitaci - napf. z toho duvodu, ze Slunce je mirné zplostélé a neni dokonale sféricky
symetrické. To se projevi tak, ze eliptickd trajektorie planety se zacne pomalu stacet a
prestane tvorit uzavienou kfivku. Zadame-li malou odchylku od Newtonova zékona, napt.
zévislost 1/r%0901  dostaneme pocitacovou simulaci kiivku na obr. 2.29. Staéeni perihelia
planet je astronomim dobie znamo a jeho méfenim muzeme ovéfrovat, jak se skutecna sila
pusobici na planetu lisi od Newtonovy.
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obr. 2.29
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obr. 2.30

Druhy Keplertv zédkon stanovi rychlost, jakou se planeta po své draze pohybuje - v
blizkosti Slunce rychleji, dale od Slunce pomaleji (obr. 2.30). Jde o nerovnomérny pohyb po
elipse a chceme-li vyjadrit zavislost napt. vzdalenosti planety na ¢ase, museli bychom fesit
integral (2.103). Obycejné se zadkon pohybu planety vyjadiuje parametricky nésledujicim
zpusobem

ma?

r—a= —aecosf, t= T(f—esin&). (2.123)

K danému ¢asovému okamziku ¢ najdeme hodnotu parametru £ a k nému pak hodnotu r
a . Pomoci pocitaci je to dnes snadné.

Treti Kepleruv zakon stanovi imérnost mezi ¢tverci obéznych dob a t¥etimi mocninami
velkych poloos planet. Odtud, a ze znalosti zédkona pro dostfedivou silu, ktery objevil
Huygens 1673, je mozno odvodit Newtoniv gravitac¢ni zakon. Pro pripad kruhové drahy
planety je to snadné:

2

F =ma=mruw = 47TTZLT = k(:ESt . (2.124)
Newton vsak provedl odvozeni i pro eliptické drahy a dokézal tak, ze z Keplerova za-
kona vyplyva, ze gravitacni sila klesa se ¢tvercem vzdalenosti. Pfedpokladal ekvivalenci
obou tvrzeni, tedy Ze i zpétné z platnosti gravitacniho zakona plyne, Ze se planeta musi
pohybovat po elipse. My jsme to dokazali integrovanim tvaru trajektorie s Newtonovou po-
tencialni energii pfi feseni Keplerovy tlohy. V Newtonovych Principiich vsak tento dikaz
jesté chybi.

Zbyva urcit konstantu amérnosti mezi T2 a r3 a zjistit, zda je pro vSechny planety
stejna (jak predpokladal Kepler), ¢i pro kazdou planetu jina. Ze zdkona plosné rychlosti
mame celkovou plochu elipsy

3

S=wT = —T =mab. (2.125)

Dosadime-li za a a b

2|E| "’  \V2m|E]  ma

2mm,ab m 1
T = P — on /-2 %% = 2 3/2 2.126
l W "\eMs © ( )
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takze

4 72 3
a’ .

Kk M S

Za predpokladu, ze Slunce je nehybné, je tedy konstanta imérnosti ve tfetim Keplerove

zakoné stejnd pro vSechny planety a zavisi jen na hmotnosti Slunce.

T2 = (2.127)

Pro informaci uvedeme tdaje o parametrech planet, z nichz mizete platnost 3. Keple-
rova zakona snadno ovérit:

a[10°km] | T [r] | e my kg
Merkur 58 | 0,241 | 0,205 | 3,3.10%3
Venuse 108 | 0,615 | 0,006 | 4,9.10%
Zemé 150 1 {0,016 |6,0.10**
Mars 228 | 1,881 | 0,093 | 6,4.10%
Jupiter 778 | 11,86 | 0,048 | 1,9.10%7
Saturn 1427 | 29,46 | 0,056 | 5,7.10%6
Uran 2 870 | 84,01 | 0,047 | 8,7.10%
Neptun 4497 | 167,8 | 0,009 | 1,0.10%6
Pluto 5900 | 248,4 | 0,248 | 6,6.10%3

2.3.4 Kosmické rychlosti

Méjme téleso hmotnosti m ve vzdalenosti Ry > Rz od stfedu Zemé a udélme mu vodo-
rovnou rychlost vg. Budeme se zajimat o to, po jaké trajektorii se téleso bude pohybovat.
Vime, Ze rovnici trajektorie bude rovnice kuzelosecky, poc¢atecni bod bude bodem obratu
(7 = 0) a z pocatecnich podminek stanovime energii a moment hybnosti télesa:

1
E:§mv§, I = muwy Ry . (2.128)

Urcime zavislost excentricity trajektorie na pocatecni rychlosti:

e =1+ = V148208 —2803 = 1-Bu3, kde B= —0. (2.129)
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obr. 2.31

Zavislost excentricity na ¢tverci rychlosti je na obr 2.31.
Odtud snadno dostaneme néasledujici klasifikaci:

1. Je-livg =0, bude [ =0, p =0, cosp = —1 a téleso spadne na povrch Zemé volnym
padem (trajektorie 1 na obr. 2.32).

a wM, R?
_ _ _ ] Bz 2.130
YOk = A\ R, Ro IR (2.130)

bude e = 0 a téleso se bude pohybovat po kruhové draze. Rychlost vgr pak nazyvame
kruhovou rychlosti (trajektorie 5 na obr. 2.32). 26 Je-li Ry = Ry, tj. vysttelujeme-li
téleso nizko nad Zemi, nazyva se kruhova rychlost prvni kosmickou rychlosti:

vor = VgRz = 7,91 km.s™!. (2.131)

Prvni kosmické rychlosti, tedy kruhové draze nizko nad Zemi odpovida obézna doba

T =5 065 s = 84,4 min.
a
0<vg < /] —=,
v mRo

bude 0 < e < 1 a téleso se bude pohybovat po eliptickych trajektoriich (2, 3, 4 na obr.
2.32). Pfitom 1 — Bv3 > 0, odkud

2. Je-li

3. Je-li

p
Tmax = 77— = RO ’
1—e
26Podminku pro kruhovou rychlost dostaneme oviem snadno, pfirovname-li Newtonovu gravitaéni silu
sile dosttedivé

mMz mvg
Rg Ry

Odtud pfimo plyne (2.130).
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takZe vychozi bod lezi v apogeu, stied Zemé je ve vzdalenéjSim ohnisku elipsy.

4. Pri takzvané kritické rychlosti téleso jiz nedopadne na zemsky povrch, elipsa prave
Zemi obepne (trajektorie 3 na obr. 2.32). Podminkou k tomu je, aby se vzdalenost perigea
pravé rovnala poloméru Zemé:

b
Tmin = = Rz.
min 1+e Z
Vylouéime-li nyni ze vztahdl rpq: = Ro, 7Tmin = K. excentricitu e, dostaneme
2RoRz m2v} R} v3

a kriticka rychlost bude

[ 2R
Vkr = 01 ROTZRZ. (2.132)

Vidime, ze pti Ry = Rz, tj. vystfelujeme-li téleso nizko nad zemi, je kritické rychlost pravé
rovna prvni kosmické rychlosti.

5. Je-li

vop = (2.133)

20 26Mz |, R?
mRo N Ro N g R() ’
bude e = 1 a téleso se bude pohybovat po parabolické draze. Rychlost vg, pak nazyvame
parabolickou, tinikovou rychlosti (trajektorie 7 na obr. 2.32). 27

Je-li Ry = Rz, tj. vystfelujeme-li téleso nizko nad Zemi, nazyva se parabolické rychlost
druhou kosmickou rychlosti:

v = V29Rz; = V2vp1 = 11,2 km.s™!. (2.134)

6. Je-li
[ < ]2
mRo 0 mRo ’

bude 0 < e < 1 a téleso se bude opét pohybovat po eliptické trajektorii (6 na obr. 2.32).
Na rozdil od ptipadu 3 bude vSak tentokrat 1 — ﬁv% < 0, odkud

b
Tmin = lte = Ry,

takze vychozi bod lezi v perigeu.

2"Podminku pro parabolickou rychlost dostaneme oviem snadno, polozime-li energii t&lesa rovnu nule

1mv2*f$m]wz
2 0T Ry

Odtud pfimo plyne (2.133).
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obr. 2.32

7. Je-li
< 2a
'l} —
0 mRO )
bude e > 1 a téleso se bude pohybovat po hyperbolické trajektorii (8 na obr. 2.32).

Na obr. (2.33) vidime pocitacovou simulaci trajektorii télesa vrzeného vodorovné ve
vysce 3 000 km nad zemskym povrchem rychlostmi 5,5; 6,0; 6,5; 7,0; 7,5; 8,0; 8,5 km.s ™.

Chceme-li vystrelit téleso takovou rychlosti, aby opustilo slune¢ni soustavu, méli bychom
mu udélit parabolickou rychlost odpovidajici slune¢ni gravitaci:

= 42,1km.s™ !,

kde Mg = 1,97.10%° kg je hmotnost Slunce a Rg = 1,5.10% km je stiedni vzdalenost Zemé
od Slunce. To je prilis velka rychlost. Mizeme vsak vyuzit toho, Ze se Zemé na své draze
pohybuje zna¢nou rychlosti v; = 29,7 km.s™! a vystielit téleso ve sméru pohybu Zemé
jen rychlosti
UopS1 = Vops — vz = 12,2 km.s™!.

Pritom jsme ale nebrali v ivahu gravitaci zemskou; télesu totiz musime dodat dostatek ki-
netické energie k opusténi Zemé. Tak dostavame konecnou rychlost potfebnou k vystieleni
télesa za hranice slune¢ni soustavy

vos = y/vd, +vd,51 = 16,6 kms™" . (2.135)
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obr. 2.33

Této rychlosti se Fika t¥eti kosmicka rychlost.

2.3.5 Izotropni prostorovy oscilator

Druhy pripad, kdy se pri pohybu v centralnim izotropnim poli setkdvame s uzavienou
trajektorii, je tiloha o izotropnim prostorovém oscildtoru. V tom pfipadé je vhodnéjsi
pouzit kartézské souradnice s po¢atkem v silovémn centru a s osami x a y (rovinny pohyb!).
Pro energii ¢éstice pak dostaneme podle (2.107)

1 1 1 1 1 1
E = 5 m v? + 5 kr? = §m$2 + im;f + ikxz + iky2 . (2.136)

To je ovsem soucet energii dvou linearnich harmonickych oscilatorti ve smérech kartézskych
0s o stejnych vlastnich frekvencich wy = \/%. Takovou superpozici pohybtl jsme se jiz

zabyvali v kapitole 1 (str. 47) a vime, Ze vyslednou trajektorii bude elipsa se stfedem v
pocatku.

Uloha (pad meteoru)

Polozme si nejprve otazku, jakou rychlosti musime vrhnout nebo vystfelit téleso na
povrchu Zemé svisle vzhiiru, aby se uz nevratilo na zem. Musime mu zfejmé dodat takovou
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kinetickou energii, abychom vykompenzovali jeho zdpornou energii potencialni:

12— mMz
0 RZ Y

2
2/€MZ
= . 2.137
w =T (2.137)

Musime mu tedy dodat druhou kosmickou rychlost. Mzeme ocekavat, ze takovou rych-
losti dopadne na zem i nebeské téleso, které zacne padat z velké vysky s nulovou pocatecéni
rychlosti. Odpor nepatrné vrstvy atmosféry v posledni fazi letu pritom mizeme zanedbat.

odkud

Bude-li téleso (meteor) padat z koneéné vysky h, opét s nulovou poéatecni rychlosti,
dostaneme pro néj ze zdkona zachovani energie

R2 R?
- 22 7Z — _ z
5" —mg—= MY (2.138)
odkud
. 2gR%(Rz +h —)
= — 2.139
" \/ r(Rz + h) (2.139)

To je rychlost volného padu s velké vysky h ve vzdalenosti r od stiedu Zemé. Rychlost
dopadu na zem odtud dostaneme, polozime-li r = Ry:

2gRzh
— . 2.140
"N Ry+h (2.140)

Snadno se presvéd¢ime, ze v limité malé vysky dostaneme znamou rychlost dopadu +/2gh
a v limité nekonecné velké vysky druhou kosmickou rychlost v/2gRz. Separaci proménnych

a integraci (2.139) bychom mohli uréit i ¢asovy zakon padu s velké vysky a celkovou dobu
wevs 28

Uloha (hmotnost Slunce a Mésice)

Zname-li gravita¢ni konstantu, potom k urcéeni hmotnosti Slunce stac¢i udat vzdalenost
nékteré planety od Slunce 7 a jeji obéznou dobu 7T'. Podle 3.Keplerova zdkona pak mame
(dosadime tfeba udaje pro vzdélenost a obéznou dobu Zemé)

4723

Ms = kT2

= 1,97.10°° kg ~ 2.10%° kg . (2.141)

vvvvvv

obéznou dobu néjaké umélé druzice Mésice. Jinak mtzeme povazovat Zemi a Mésic za
soustavu dvou té€les, kterd na sebe piisobi silami akce a reakce a obé€ se vzajemné pohybuji
kolem spole¢ného hmotného stfedu ve vzdalenostech r3; , rz, kde ryy +rz =1 =

28Viz napi. Trkal V.: ”Mechanika, hmotnych bodi a tuhého télesa”, NCSAV Praha 1956, str. 32.
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3,6.10% m je vzdalenost Mésice od Zemé. Obézna doba obou téles kolem hmotného st¥edu
je jeden mésic, tj. T = 2,36.10° s. Zapiseme rovnice pro dostiedivé sily piisobici na Mésic

a Zemi: ) )
4 My My, 4 My My
MMTMW = K/T 5 MZTZW = K/T .

Zkratime prvni rovnici My, druhou My a secteme je:

Odtud jiz plyne

My = — My = 7,34.10* kg . (2.142)

KT?
Tato metoda je ovSem tim méné presnd, ¢im je obihajici téleso leh¢i nez téleso kolem
kterého obihd (na pravé strané (2.142) je rozdil dvou velmi blizkych éisel).

Uloha (geostacionarni draha)

Urcete vysku v jaké musi obihat geostacionarni druzice a jeji rychlost. Geostacionarni
druzice obihd po kruhové trajektorii v ekvatoridlni (rovnikové) roviné stejnou thlovou
rychlosti s jakou rotuje Zemé. Druzice tedy stéle jakoby ”visi” nad stejnym bodem nad
rovnikem a muze byt vyuzita k telekomunika¢nim tceltim. Musi platit

2
7= 2 oy [0~ den.
Vok QRZ

R2T2 1/3
Ry = (9 z ) ., h = Ry— Ry = 35800 km. (2.143)

Odtud

472

Kruhové rychlost na geostacionarni draze je vor = 3,076 km.s™ L.

Uloha (3achta stiedem Zemg)

Piedstavte si Sachtu provrtanou napiic zemékouli a prochézejici sttedem Zemé a uva-
Zujte, jak se bude pohybovat téleso, které do takové Sachty spadne (obr.2.34). Na téleso
bude pusobit kvazielasticka sila (2.114)

M
F. = m/iR%Zr——ngZr:—kr

To je kvazielasticka sila, kterd vyvolava harmonické kmity s periodou

T:27T“&.
g

Na druhou stranu zemékoule se tedy téleso propadne za pul periody 7 = 7\/Rz/g = 2 500
s, tedy asi 42 minut. Je to zfejmé nejrychlejsi zpusob dopravy do Australie.
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Urc¢ime jesté rychlost télesa pii priletu stfedem Zemé. Na pocatku bude mit vzhledem
ke stfedu Zemé energii
1 1
E = Z kR%, = = mgRy .
5 Z 5 Mgtz
Pri pruletu stfedem Zemé se tato potencidlni energie zméni na kinetickou, takze téleso
dostane prvni kosmickou rychlost vo; = gRz = 7,9 km.s L.

Uloha (pad na Slunce)

Jedna z moznosti, jak se zbavovat nepohodlného odpadu, véetné radioaktivniho, je
odhazovat jej na Slunce. Pomineme ekonomické a etické aspekty a urc¢ime, jakou nejmensi
rychlost musime odpadkiim dodat, aby spadly na Slunce. Jde ziejmé o to zbavit je mo-
mentu hybnosti viéi Slunci, tj. zastavit je na zemské draze a zaroven jim dodat energii
potfebnou k opusténi Zemé. Je-li vgo druhé kosmicka rychlost a vz rychlost Zemé na jeji
draze kolem Slunce, je potfebné rychlost

Vo4 = \/1182—1—0% = 31,8 km.s™!.

Tato rychlost se nékdy nazyva ¢tvrtou kosmickou rychlosti. Je znacné a takovy zptisob
likvidace odpadkt by byl zfejmé nakladny.

Uvazme jesté, co by se stalo, kdyby se Zemé nahle zastavila na své draze a zacala padat
na Slunce. Uréime jak dlouho by takovy pad trval.Zdalo by se, Ze je to obtizna tloha,
protoze jde o pad z velké vysky v centralnim gravitacnim poli. Mizeme vsak takovy pad
povazovat za obéh Zemé kolem Slunce po velmi protahlé, zdegenerované elipse o velké
poloose rovné poloviné poloméru zemské drahy r (obr.2.35). Potom podle 3. Keplerova
zékona mame

T 3
TZ:@ kde TZ:1r0k.
Pad by zfejmé trval pil periody, tj.
T 1
T =— = —=T7 = 65 dni.

2 42
Zbyvaly by nam tedy asi dva mésice na usporadani nasich poslednich zalezitosti, pfi ¢emz
by ndm bylo stéle tepleji.

2.4 Pohyb v neinercialni vztazné soustave

2.4.1 Setrvacné sily

1. Translaéni pohyb soustavy

Predpoklddejme nyni, Ze vztazna soustava, v niz pohyb ¢astice studujeme, je neiner-
cidlni. Nékdy je vhodné, a dokonce nezbytné s takovou soustavou pracovat. Spojujeme-li
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obr. 2.34 obr. 2.35

nasi kartézskou soustavu soutfadnic se zemskym povrchem, povazujeme ji v prvnim ptibli-
zeni za inercialni. Vime vSak, Ze Zemé rotuje a obiha kolem Slunce. Je-li vztazna soustava
spojend se Sluncem a stédlicemi inercidlni, potom soustava spojené se Zemi inercidlni ne-
bude. To ovSem nevadi, pokud jsme si toho védomi a jsme pfipraveni na mozné efekty,
které neinercidlnost vztazné soustavy muze zpusobit. Obecné lze Fici, ze mizeme pouzivat
i neinercialni vztaznou soustavu, ale musime do ni uméle zavést dalsi sily, sily setrvacéné,
aby vysledek nasich vypocti souhlasil s pozorovanymi jevy. V tomto odstavci odvodime
tvar téchto setrvac¢nych sil. Odkud se tyto sily berou je otazka, jiz se zabyva obecna teorie
relativity.

Uvazujme nejprve translacni pohyb vztazné soustavy. Na obr. 2.36 je zndzornéna iner-
cidlni kartézska soustava S a neinercialni soustava S’, jejiz poc¢atek ma v soustavé S polo-
hovy vektor ﬁ(t) Ten je obecnou funkci ¢asu, takZe soustava S’ se pohybuje viici inercidlni
soustavé S se zrychlenim. Odpovidajici kartézské osy obou soustav vSak zustavaji stale
souhlasné rovnovézné, takze soustava S’ se vii¢i soustavé S neotéci. Pro polohovy vektor
néjaké castice, jeji rychlost a zrychleni v necarkované a carkované vztazné soustave pak
mame:

F=R=7, §=V+7, a=A4A+a,
kde . .
- dR - dV
Vv —_— A —.
dt dt
Vektor A je tedy translacni zrychleni soustavy S’. Pohybové rovnice ¢astice pak bude znit

—

ma = ma— mA. (2.144)

V neinercialni soustavé se tedy na pravé strané pohybové rovnice objevil dalsi ¢len mA,
ktery vyjadiuje setrvacnou silu. Oznacime-li vyslednici pravych sil jako F' a setrvacnou
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obr. 2.36 obr. 2.37

silu transla¢niho pohybu jako S, s, Mame

—

ma =F +F, , F=mada, Fs=-mA. (2.145)

Existenci setrvacné sily zname dobre z praxe dopravnich prostiedkd. Brzdi-li vagon
metra, stavd se neinercidlni vztaznou soustavou a na pasazéry v ném zacne pusobit se-
trvacna sila, ktera vrha osoby ve sméru jizdy (tedy opaénym smérem neZ mifi zrychleni
soustavy). Paradoxni charakter setrva¢nych sil je zfejmy z toho, Ze narazi-li vagon metra
néhle na betonovou sténu a po kratkou dobu v ném bude pusobit katastrofalné obrovska
setrvacna sila, jevi se situace v neinercidlni soustavé tak, ze vagon ztstava stale v klidu
a betonova sténa je proti nému vrzena obrovskou rychlosti. S hlediska soustavy spojené
s vagonem si nemuzeme vznik této sily nijak vysvétlit. E. Mach se pokusil pfipsat vznik
setrvaénych sil celkovému rozlozeni hmot ve vesmiru (tzv. Machiiv princip). V denni praxi
vSak tuto silu spiSe pripisujeme neobratnosti strojviidce nez ucinku vzdalenych galaxii.
Setrvacné sily nazyvame také silami zdanlivymi, ale jejich realné ucinky mohou byt leckdy
nedozirné.

Souvislost setrvaénych a gravitacnich sil, kterd vedla k formulaci principu ekvivalence
a vzniku obecné teorie relativity, ilustruje zndmy mysleny pokus s Einsteinovou zdvizi
(obr. 2.37). V tomto provedeni je pokus skutecné lépe provadét pouze jako mysleny.
Utrhne-li se vytah s pasazérem, pisobi na pasazéra v inercidlni soustavé spojené s po-
vrchem Zem& pouze prava sila F = mg = (0, 0, — myg), kterd vyvolava volny pad.
V neinercidlni soustavé spojené s vytahem padajicim se zrychlenim ¢ pisobi na pasazéra
kroms pravé sily jesté setrvacnd sila Fy, = —mg = (0, 0, mg), takze v neinercialni soustavé
mame

md =mg—mqg=0. (2.146)

Vici kabiné vytahu je tedy pasazér v beztizném stavu. Podotykdme, Ze nelze Fici, Ze na
pasaZéra nepusobi zadné sily (nejde o bezsilovou ¢astici), ale vyslednice sily tihové a sily
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obr. 2.38

setrvacné je nulova. Proto je tak dilezita otazka, kterou jsme se jiz zabyvali, zda gravitacni
a setrvacna hmotnost jsou ekvivalentni. Pokud by se ukazalo, ze dlouhodoby pobyt ¢lovéka
v kosmu ve stavu beztize, je zdravi skodlivy, bylo by tfeba vytvaret umélou tizi ptisobenim
setrvac¢nych sil (naptiklad rotaci kosmické stanice).

Rotacéni pohyb soustavy

Predpokladejme nyni, Ze inercidlni a neinercialni vztazné soustavy maji spoleény po-
Catek, a Ze soustava S’ rotuje v soustavé S tthlovou rychlosti w. Pro jednoduchost budeme
uvazovat rotaci kolem osy z, takze osy z, 2’ splyvaji a zistavaji nehybné (obr. 2.38).

Méjme nyni éastici o polohovém vektoru 7 = 7 nehybnou v rotujici neinerciélni sou-
stavé. V soustavé S se ovSem bude polohovy vektor této ¢astice v ¢ase meénit spolu s rotaci
soustavy S’. Pootoci-li se osy x a y o maly tihel dp, zméni se polohovy vektor 7 o

0F = 6F X T (2.147)

Plyne to snadno z obr. 2.38. Jako ¢ jsme oznacili vektor v pravoto¢ivém sméru osy rotace
o velikosti malého thlu pootoceni dp. Je-li € thel mezi polohovym vektorem 7 a osou z,
bude ziejmé velikost vektoru 47 rovna

or = r sinf dp .

To je ovsem velikost vektorového soucinu vektord 6 a 7. Také smér vektorového soucinu
téchto vektort odpovida sméru vektoru d7, ¢imz jsme zdivodnili (2.147). Lze snadno
ukazat, ze zména libovolného vektoru a v disledku rotace bude da = d¢ x d.

Pfejdeme nyni k diferencidlim. Mame

dr dg
df = dg x 7 V= — = —/— X7 =W0XT
T QO r, v dt dt T w T
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Uvazme nyni obecnéjsi situaci, kdy se castice v rotujici soustavé pohybuje, kdy tfeba
bézime po roztoceném kolotoc¢i nebo se pohybujeme na povrchu rotujici Zemé. Potom se
rychlost ¢astice v inercialni soustavé bude skladat z rychlosti ¢astice v neinercidlni soustavé
a rychlosti vzniklé rotaci této soustavy:

dr d'v

— = — + JXT. 2.148

dt dt ( )
Symbolem g—; jsme oznacili derivovani podle casu v rotujici soustave. Pro rychlosti castice
v nehybné soustavé a v rotujici soustavé tedy mame

T=0 4+ dxr. (2.149)

Nyni vyuzijeme toho, Ze vztah (2.148) musi platit pro jakykoliv vektor a pouzijeme jej
pro vektor ¢'. Timto trikem dostaneme zrychleni ¢astice v rotujici vztazné soustavé @’ a s
nim v8echny setrvacné sily, které v této soustavé pusobi.

*’_ﬁ,_g—&xﬂ—i(ﬁ—ﬁxF)—ﬁxﬂ—
_ d—wxf—wxd—F—cﬁxﬁ’:
dt t d
=ad - EXT —dx (V +3x7) - Ix¥ =
@ — EXT —wx (dx7) — 2% . (2.150)

Pohybova rovnice v rotujici soustavé tedy zni
ma = mdad — madg — mdqg — m dc . (2.151)

Vedle pravych sil zde tedy ptsobi tFi dalsi setrvacné sily, které mazyvame sila Eulerova,
sila odstiediva a sila Coriolisova. Jsou to

sila Eulerova: B = —mdp = —-mMEXT
sila odsttediva: o= —mdg = —-mdXx (IXT)
sila Coriolisova: Fo = —madc = —2maxd.
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obr. 2.39

Zde £ je tihlové zrychleni soustavy, @g je dostfedivé zrychleni. 29

2.4.2 Pohyb na povrchu Zemé

Budeme nyni ilustrovat u¢inky setrvaénych sil pfi pohybu ¢éstice (télesa) na povrchu
Zeme . Pocatek soustavy soufednic umistime ve stfedu Zemé a osy pevné spojime s rotujici
Zemi. Pohybovéa rovnice ¢astice na povrchu Zemé pak je

md = md, —mA —mEXF—md x (3 xF) —2md x T . (2.152)

Prvni ¢len na pravé strané (2.152) predstavuje jedinou uvazovanou pravou silu piisobici
na Castici, gravitacni piisobeni Zemé. Mohli bychom do ni zahrnout i gravitacni ptisobeni
Slunce, Mésice a planet, gravitac¢ni zrychleni @, nadto zévisi na pfesném tvaru Zemé a
lokélnim rozlozeni hmot. Predpokladejme vSak, Ze se zajimadme o pohyb ¢astice v malé
oblasti prostoru na zemském povrchu, napfiklad vrh na malou vzdalenost, a Ze toto silové

297de bohuzel dochézi k uréité terminologické nedtislednosti. Odstiedivé sila odpovidajici zrychleni —agy
zde vystupuje jako setrvac¢na sila vznikajici v rotujici vztazné soustavé a pusobici v ni na vSechna télesa.
V inercialni soustavé existuje sila dostfediva, kterd vyvolava kruhovy pohyb a k ni jako sila reakce sila
odstfediva. To jsou ovSem pravé sily, z nichz kazda pusobi na jiné téleso. Roztac¢ime-li nad hlavou kdmen
uvazany na provazku, pusobi dostfediva sila na kdmen a odstfedivou silou pusobi kdmen prostfednictvim
provazku na nasi ruku. Rotuje-li vSak pradlo v odstfedivce a je nehybné vici neinercidlni soustaveé spojené
s bubnem odstfedivky, pusobi na kapky vody v pradle setrva¢nd odstfediva sila. Situace je o to kompli-
kovanéjsi, ze matematicky vyraz pro odstfedivou silu jako pravou silu reakce na silu dostfedivou a pro
setrvacnou odstredivou silu jsou stejné. Je dobré si tyto pojmy ujasnit.
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pole zde budme povazovat za homogenni.

Druhy c¢len vyjadiuje setrvacnou silu zptisobenou nerovnomeérnosti translacniho po-
hybu Zemé na jeji dréze. Rychlost pohybu Zemé je vz = (29,7 £ 0,5) km.s~! a odchylka
sméru ¢ini v praméru 1° za den. Nerovnomérnost je dana druhym Keplerovym zékonem,
ale v kratkych casovych intervalech se pochopitelné neprojevuje. Tuto silu miizeme proto
zanedbat.

Tteti ¢len vyjadiuje silu Eulerovu, ktera by se projevila pfi zpomalovani nebo zrych-
lovani zemské rotace. Tyto zmény jsou vsak zcela zanedbatelné a i Eulerovu silu mtzeme
v tomto piipadé zanedbat. 30

Ctvrty ¢len je sila odstfediva. Miii kolmo od zemské osy, lezi v roviné mistniho poled-
niku (obr. 2.39) a ma velikost

F, = mR, w? cos ¢,

kde ¢’ je geocentrickd Sitka. Tato sila se séita vektorové se silou gravita¢ni na silu tthovou
(viz obrazek) a v misté o dané geocentrické Sifce miizeme povazovat vysledné tihové pole
opét za homogenni, tedy tihu za konstantni. Experimentalné neméme moznost rozlisit
gravitacni a odstfedivou silu a méfit mizeme jen silu tihovou. Olovnice nam tak ukazuje
nikoli smér do stfedu Zemé, ale smér mirné odchyleny. Astronomickymi pfistroji nivelova-
nymi podle vodovahy a olovnice tedy neuréujeme geocentrickou siiku ¢’, ale geografickou
(zemépisnou) sfiku ¢. 31

Povazujeme-li Zemi za kouli, vezmeme-li v tivahu, Ze jeji rotace je pomala ve srovnani
s kratkodobymi pohyby na jejim povrchu (w = 7,3.1075 s71) a zanedbame-li rozdil mezi
geocentrickou a geografickou $irkou, mizeme pomoci kosinové véty z trojuhelnika na obr.
2.39 odvodit vztah mezi tihovym a gravitacnim zrychlenim:

g = \/ a2 + a — 2a4a,co8 ' = \/ag + RZw* cos? ¢/ — 2a4Rzw? cos? ¢/ =

1/2
2R 2 2,/
—a, |1 - T2 ~ a, — Ryw’cos® o . (2.153)
g
Rozdil mezi tithovym zrychlenim na pélu a na rovniku by podle tohoto vypocétu mél byt
Rzw? = 0,034 m.s~2. Ve skute¢nosti &ini 0,0516 m.s~2 vzhledem k tomu, Ze Zemé je
iy 32

geoid.

30Zmeény délky dne jevi roéni odchylky asi 22 ms v disledku klimatického cyklu, ptilroéni odchylky kolem
10 ms souvisejici s excentricitou zemské drahy a konec¢né se den prodluzuje asi o 1 s za 60 000 let slapovym
pusobenim.

3174vislost tihového zrychleni na zemépisné Sifce poprvé zjistil francouzsky astronom J. Richer, ktery
byl v roce 1671 vyslan do Cayenne provadét astronomickd méfeni. Po prijezdu do Cayenne na rovniku
zjistil, ze se mu kyvadlové hodiny nastavené v Pafizi opozduji o 2 minuty za den. Sefidil je podle mistniho
Casu a po navratu do Pafize se mu hodiny zacaly opét o dvé minuty denné predchazet. Huygens spravné
vysvétlil tento efekt jako dusledek odstiedivé sily vyvolané rotaci Zemsé.

32Na pdlu bylo naméfeno g, = 9,8321 m.s~ 2, na rovniku g, = 9, 7805 m.s~2. Normalni tihové zrychleni
gn = 9,80665 m.s~2 odpovida pFiblizné zemépisné sitce 45°.
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Podobné bychom mohli podle obr. 2.39 pomoci sinové véty urcit rozdil mezi smérem
do stfedu Zemeé a smérem tihy:
Qo _ 9
sin(p — ¢') sin ¢/’

odkud a
-y ~sin(p—¢) = ;OSH“P' =
Ryw? !sin o Rzw?sin 2/
Zw”cosysing Z“’;m P ~0,00173 sin2¢p . (2.154)
g g

Maximalni odchylka sméru tedy nastava na 45° &iiky, a to 0,00173 = 6’. Ve skutecnosti
Zemé nemé kulovy tvar a v prvnim priblizeni muzeme brat, Ze se v dtsledku rotace jesté
tvarné Zemé vytvoril tvar rota¢niho elipsoidu a smér tihy je kolmy k jejimu povrchu (kdyby
nebyl, dochazelo by k te¢nym pohybtim na povrchu Zemé). Urc¢ime-li smér normaly k elip-
tickému polednikovému fezu, zjistime ze maximalni odchylka olovnice od sméru do stiedu
Zemé je opét na 45° a ¢ini asi 11°.

Posledni sila vystupujici v rovnici (2.152) je sila Coriolisova. Budeme-li nadale oznaco-
vat rychlost ¢astice vzhledem k rotujici Zemi bez ¢arky jako ¥, miZeme napsat pohybovou
rovnici ve tvaru

dv
dt
Urcéime napied smér pusobeni Coriolisovy sily (viz obr. 2.40 a), b), c¢), d)) na téleso
pohybujici se na severni polokouli; na jizni polokouli bude smér Coriolisovy sily opacny.
Pohybuje-li se téleso vodorovné ve sméru poledniku ze severu na jih, bude Coriolisova
sila o velikosti

= F4 2W0xa. (2.155)

Fo = 2mow sing (2.156)

plisobit smérem na zapad (obr. 2.40 a). Pfi pohybu z jihu na sever pusobi Coriolisova
sila smérem na vychod (obr. 2.40b). Pro pomalu se pohybujici télesa je tato sila pfirozené
mald, ale mohou se projevit jeji dlouhodobé téinky (podemilani bieht fek tekoucich se-
verojiznim smérem, opotfebovavani jedné z kolejnic jednosmérnych trati.) V meteorologii
je s Coriolisovou silou tfeba pocitat, protoze ovliviiuje smér pohybu pasatnich vétra a
moiskych proudi, smysl otaceni cyklont apod.

Pohybuje-li se téleso po rovnobézce, bude Coriolisova sila mifit kolmo k zemské ose,
pfi pohybu na vychod bude odstfedivou silu zvétsovat (obr. 2.40 c), pii pohybu na zépad
zmensSovat (obr. 2.40d) o 2mwvw a nebude zaviset na zemépisné Sifce. Tihové zrychleni
télesa pii pohybu v rovnobézkovém smeéru bude mit velikost

/

g = a,— (Rzw?cos p + 20w) cos ¢ . (2.157)

V nasledujicich tlohach prostudujeme vliv Coriolisovy sily na nékteré pohyby na zem-
ském povrchu. Soustavu soufadnic pfitom zvolime jako na obr. 2.41, tj. pocatek ve vybra-
ném misté zemského povrchu o zemépisné Sifce ¢, osu z svisle vzhliru, osu x na vychod a
0su ¥ na sever.
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obr. 2.40

obr. 2.41
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Potom budou vektory

—

g=1(0,0 —g), & = (0, cosep, sing)
a pohybovou rovnici (2.155) mizeme rozepsat do slozek jako

I =2ywsinp — 2Zwcosp , = —2Twsing, Z=—g+2Twcosy . (2.158)
Po prvni integraci dostaneme

T =2ywsinp—2zwcos p+C1, §y= —2zwsinp+Cy, Z=—gt+2zwcosp+Cs. (2.159)

Uloha (volny pad na rotujici Zemi)

Pocéatecni podminky pro volny pad jsout =0, =y =0, 2 =h, =9y = 2 = 0.
Odtud urcime integrac¢ni konstanty C; = 2hwcosy , Cy = C3 = 0, funkce &, vy, 2
dosadime do rovnic pro &, i, # a zanedbame &leny druhého ¥adu obsahujici w?. V tomto
pribliZzeni dostavame v souhlase s poc¢atec¢nimi podminkami

L 5

1
T =-wgtd cosp, y =20, z = h— =gt

2.160
3 5 (2.160)

Odtud je ziejmé, ze padajici téleso bude (na severni polokouli) vlivem Coriolisovy sily
uchylovano smérem na vychod. 33. Vylouéime-li z pohybovych rovnic pro = a z ¢as, do-
staneme rovnici trajektorie volného padu

1 2/3
z=h—=g (3> 2?3 (2.161)
2 wg cos ¢

To je semikubické (Neilova) parabola (obr. 2.42).
Pro z = 0 dostaneme odchylku dopadu télesa od paty kolmice

) 3/2
zq = (h) LICEP. (2.162)

g 3

Uloha (svisly vrh vzhiiru na rotujici Zemi

Pocatecni podminky pro svisly vrh vzhiru jsout =0, s =y=2=0, t =y =0, 2 =
vo > 0. Integracni konstanty dostaneme Cy; = Cs = 0, C3 = vg. Stejnym postupem jako
pri feseni volného padu dostaneme

1 1
x:(gwgt?’—wvotz)cosgo, y =10, z:vot—ith. (2.163)

33Ve vyssim piiblizeni bychom dostali téz malou odchylku na jih, ta je viak neméfitelna a srovnatelnd
s vlivem gravitace Mésice
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obr. 2.42 obr. 2.43

Trajektorie je na obr. 2.43. Odchylka mista dopadu od mista vrhu bude nyni zdpadni, a
to
Wvg cos ¢

2.164
= (2.164)

LA
4= 73

Podobné bychom mohli fesit i Sikmy vrh s Coriolisovou silou. Pak zaleZi na sméru vy-
stielu vzhledem ke svétovym strandm. Kdybychom napiiklad stfileli ve sméru s vychodnim
azimutem « vzhledem k severu a pocatecni rychlost méla vodorovnou slozku v6y a svislou
Vo2, dostali bychom vysledek, ze misto dopadu stiely bude odchyleno od roviny vystirelu o

4o} 1
T, = Uozzw ( v(’)y sinp — 3 Voz COSpeosa ) . (2.165)
g

To je v souladu s tim, Ze naptiklad pti stfelbé z jihu na sever pod nepfilis velkym elevacnim
thlem bude stfela sniSena na vychod.
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Uloha (Foucaultovo kyvadlo)

Coriolisova sila zpiisobuje staceni roviny kyvu matematického kyvadla. Tento pokus
provedl J. Foucault a kyvadlo nese jeho jméno; je to ndzorna demonstrace rotace zemské.3*
Uvazme malé kyvy takového kyvadla, které budeme povazovat za harmonicky oscilator
pohybujici se ve vodorovné roviné x, y. Jeho vlastni tithlova frekvence je wg = /1/g a
kromé toho na né pisobi Coriolisova sila. Mame tedy pohybové rovnice

i+ wirt = 2gwsing , i+ wdy = —2dwsing . (2.166)

Druhou z téchto rovnic vynasobime imaginarni jednotkou i, obé rovnice sec¢teme a prejdeme
ke komplexni proménné £ = x + iy. Potom mame

£+ (2iwsing) £ +wd = 0. (2.167)
Reseni hleddme ve tvaru e a dostavame charakteristickou rovnici
o + (iwsing) a+w? = 0.

Jejim FeSenim najdeme pro w < wy

2 «in2
a2 = —lwsingp \/—WSZI(P —w} ~ —iwsing +iwp .
Vysledné teseni je tedy
¢ = e—(iwsincp)t (Cleiwot +C2e—iwot) ] (2168)

To je vsak feSeni pro pohyb linedrniho harmonického oscilatoru nasobeného komplexni

jednotkou
e—(iw sing) ¢ )

Nésobeni komplexni jednotkou znamend otéceni o tthel —(w sin ¢)t, opa¢nym smérem nez
rotuje Zemé. Na severnim pélu se tedy Foucaultovo kyvadlo sto¢i za hodinu o 15°, na
zemépisné Sifce Prahy o 119 5. 35

31Jev byl znam jiz Galileiho zéku Vivianimu v 17.stol. J. Foucault predvedl své kyvadlo r. 1851 v
patizském Pantheonu; kyvadlo mélo hmotnost 30 kg, délku zavésu 67 m a dobu kyvu 8 s. Dnes jsou
podobnié kyvadla instalovana v fadé svétovych muzei a vhodnych budov. Foucaultova kyvadla v podobé
fyzickych kyvadel v Cardanové zavésu lze pouzit i k pfesnym méfenim.

35Samoziejmé jednodussi vysvétleni Foucaultova kyvadla bez zavedeni Coriolisovy sily spoéivé v tom,
ze kyvadlo zachovava rovinu kyvu a Zemé se pod nim otac¢i. To ovsem vyzaduje, abychom se orientovali v
inercialni vztazné soustavé podle hvézd, coz malokdo v dennim praktickém zivoté umi.
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obr. 2.44 obr. 2.45

Priklady

2.1 Urcete zrychleni téles a silu napéti vlaken v soustavach na obr. 2.44 a 2.45. Hmot-
nosti kladek a vlaken povazujte za nulové, tfeni vldken o kladky zanedbejte.

la=T0or2g, Fp=2ug, p= 4%

mi+m2 mi+ma
_ 2(2mi—ma) _ 3mimg_
[a — 4mi+me o = dmi+ma g]

2.2 Urcete zrychleni téles a silu napéti vlaken v soustavach na obr. 2.46 a 2.47. TTeni
téles o podlozky zanedbejte.

[a= mg — mMg]
m~+M Ey m+M

[a = m=Msina F, = mM(isina) g

m—+M g m~+M

2.3 Téleso o hmotnosti m pohybujici se pfimocare rychlosti vg ma byt zabrzdéno kon-
stantni silou velikosti F' na draze s. Urcete tuto silu.

[f = i)

2.4 Po naklonéné roviné s thlem sklonu « se smyké téleso a pohybuje se pfitom kon-
stantni rychlosti. Urcete koeficient smykového tfeni.
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obr. 2.46 obr. 2.47

[f =tg a]

2.5 Raketa o hmotnosti 20 t dosahne vysky 5 km za 10 s. Jaky je vykon jejich motord?
[98 MW]

2.6 Téleso o hmotnosti 50 g pohybujici se rychlosti 20 m.s~! narazilo na pevnou sténu
pod thlem 60° (obr. 2.48). Jakou priimérnou silu piisobilo na sténu , §lo-li o pruzny raz a
trval-li naraz 0,1 s?

[10 N]

2.7 Stiela hmotnosti m = 20 g narazi rychlosti 600 m.s~! na sténu tloustky d = 12 cm
a vyleti z ni rychlosti 50 m.s~!. Jaka priimérna sila ptisobila na stfelu uvniti stény?

2,98 kN|

2.8 Jakou praci je tfeba vykonat, aby vlak o hmotnosti 300 t zvétsil svou rychlost z
36 km.h~! na 54 km.h~1?

18,7 MJ]

2.9 Urcete nejmensi koeficient smykového tfeni mezi koly automobilu a asfaltem, aby
viiz mohl projet zatacku poloméru r = 200 m rychlosti v = 100 km.h™!.

[f=0,39]

2.10 Sedadlo kolotoce na zavésu délky [ se otaci kolem svislé osy tthlovou rychlosti w
(obr. 2.49). Urcete uhel «, ktery svira zavés s osou.
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obr. 2.48 obr. 2.49

obr. 2.50 obr. 2.51
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[a = arccos ;%]

2.11 Kulicku o hmotnosti m = 100 g zavésenou na niti délky ! = 30 cm roztocime ve
svislé roviné dvéma zpusoby: 1. s konstantni obvodovou rychlosti 210 cm.s™!, 2. tak, Ze ji
udélime v nejvyssim bodé trajektorie te¢nou rychlost 210 cm.s~!. Jakou silou bude tazena
nit v nejnizsim a nejvyssim bodé trajektorie v obou piipadech?

[1.2,45 N, 0,49 N; 2. 6,38 N, 0,49 N |

2.12 Odstredivka ma tvar koule o poloméru R a otaci se kolem svislé osy konstantni
uhlovou rychlosti w (obr. 2.50). Uréete vysku h do které vystoupi mala kulicka hmotnosti
m, vlozime-li ji do odstiedivky. Jakou silou bude tlacit na sténu odstredivky? Jak se zméni
situace v pripadé odstiedivky kuzelového tvaru?

[h=R—-<% , F=mRw?, h=konst%]

w2

2.13 Z nejvyssiho mista dokonale hladké koule poloméru R pustime volné hmotny bod
hmotnosti m a nechame jej klouzat po povrchu koule ptisobenim tihové sily (obr. 2.51).
V jaké vysce mérené od vrcholu koule opusti bod kouli a po jaké kiivce se bude dale
pohybovat?

[h = %, po parabole]

2.14 Hmotny bod se pohybuje po hladké draze, ktera lezi ve svislé roviné a prechéazi v
kruhovou smy¢ku o poloméru R (obr. 2.52). Z jaké vysky h musime spustit hmotny bod s
nulovou pocatecéni rychlosti, aby se v nejvyssim bodé smycky neodtrhl? Jakou rychlost vg
mu musime udélit ve vysce hg?

[h> 2R, wy>+/bgR — 2ghg]

N|OT

2.15 Z horniho konce svislého priiméru kruznice vychazeji zlabky ve sméru tétiv. Do
z1abki soucasné vlozime a nechame bez tfeni sklouznout kulicky (obr. 2.53). Za jakou
dobu dosahnou kulicky obvodu kruznice?

[/ %]

2.16 Téleso klouze bez treni po svislé draze nakreslené na obrazku 2.54. Vlnovka je
tvorena oblouky kruznice poloméru r. Rychlost télesa v bodé A je rovna nule. Jaka omezeni
musi platit pro h a «, aby se téleso dostalo z bodu A do bodu C' 7

[cosae>2/3, h>2r/3]

2.17 Na hmotny bod m pusobil impuls sily f, ktery vyvolal zménu rychlosti z U7 na
#. Dokaite, ze zména kinetické energie je rovna 11 - (v + ).
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obr. 2.52 obr. 2.53

obr. 2.54
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2.18 Castice opisuje v silovém poli elipsu & = acoswt , y = bsinwt. Uréete praci,
kterou vykona silové pole ptisobici na tuto ¢astici za dobu od ¢t = 0 do ¢, konkretné pak
dot=m/dw, t=7/2w, t=7/w.

[A = Imw?(a®sinwt + b2 coswt — b?) , A= imw?(a®—b%), A=1*>-v?), O

2.19 Urcete potencidlni energii ¢astice, na kterou piisobi sila ve sméru x nebo r o slozce
a) [, = —mg = konst , b) F, = —kx, c) F, = —ka?,d) F, = ka3, e) F, = - %

)
f) F. = —5 (s pfesnosti na integracni konstantu).

[mgx | %ka , %kx?‘ , %I{:ac‘l e -
2.20 Vypoditejte, jakou préaci vykon4 sila F = 242, 422, — 6(z? + y?] (koeficenty v
odpovidajicich jednotkach SI) pfi pfemisténi ¢astice hmotnosti m = 0,2 kg z bodu
(0,-1,0) do bodu (0,1,0) po riznych drahach: a) podél osy y, b) po tfech tsecich podél
osy x do bodu (1,-1,0), podél osy y do bodu (1,1,0) a podél osy x. Je toto silové pole
konzervativni?

[0J, 8J, neni

2.21 Sila zavisla na ¢ase: Castice hmotnosti m = 2 kg se miize pohybovat bez tieni
podél osy z. V ¢ase t = 0 byla v klidu v bodé x = 0. Po dobu 6 sekund na ni pak ptsobila
sila F, = 2 4 6t (koeficienty v odpovidajicich jednotkach SI). Uréete zrychleni, rychlost,
drahu castice a vykon sily v okamziku £ = 6 s.

[19ms™2, 60ms~!, 126m, 2280 W]

2.22 Sila zavisla na poloze: Céstice hmotnosti m = 2,4 kg se miize pohybovat bez
tfeni podél osy x. V bodé x = 0 byla v klidu. Ptsobenim sily F, = 2 + 6x (koeficienty v
odpovidajicich jednotkach SI) byla uvedena do pohybu. Uréete zrychleni a rychlost ¢astice
a vykon sily v bodé x = 6 m.

(15,8 m.s™2, 10m.s™!, 380 W]

2.23 Sila zavisl4 na rychlosti: Castice hmotnosti m = 3 kg se miize pohybovat podél
osy x. V ¢ase t = 0 na ni zacala pusobit sila F, = 2 — 6v, (koeficienty v odpovidajicich
jednotkach SI). Urcete (i graficky) zavislost rychlosti a drahy castice na case. Na jaké
hodnoté se rychlost ¢astice ustali?

2.24 Lano délky [y lezi natazeno na hladké desce stolu. V okamziku ¢t = 0 visi tisek lana
délky [ pfes okraj desky a rychlost lana je nulova. V tomto okamziku zacne lano s desky
sklouzavat. Urcete jak poroste jeho rychlost s ¢asem a jak se bude ménit poloha konce

[v= l\/%sinh \/%t ,  x=l (cosh\/%t - 1)]
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obr. 2.55 obr. 2.56

s v/

2.25 Téleso hmotnosti m je pfipevnéno na pruzin€ a otac¢i se ve vodorovné roviné
konstantni thlovou rychlosti w kolem svislé osy, ktera prochazi koncem pruziny. Nezatizena
pruzina mé délku [y, pruzinova konstanta je k. Urcete polomér [ kruznice, po které se téleso
pohybuje.

[ = es]

2.26 Hustomeér v podobé vélcové trubky priméru d o hmotnosti m plave v kapaliné
hustoty p. Dame mu maly vertikdlni impuls a rozkmitdme ho tak. Urcete periodu kmiti

hustoméru (obr. 2.55).
[T'=4,/7]

2.27 Tlumeny harmonicky kmit mé frekvenci 50 Hz a dekrement atlumu 2,3 s~1. Jak
se zméni jeho frekvence, vymizi-li tlumeni?

50,0013 Hz]

2.28 Téleso hmotnosti 200 g kona vynucené harmonické kmity. Amplituda vynucujici
sily je 2 N, doba vlastnich kmitfi télesa je 0,785 s a koeficient utlumu 4 s~!. Urdete
rezonancni frekvenci a amplitudu kmit pfi rezonanci.

[0,9 Hz, 0,18 m]

2.29 Pro malé kmity matematického kyvadla, které v okamziku ¢ = 0 vychylime o
thel ¢y a pustime, urcete tthlovou rychlost, thlové zrychleni, teéné zrychleni a normalové
zrychleni.
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[p = —\/%goo sin ﬁt , ¢ =—%pocos \/%t , ay = —gpo Cos \/gt , ap = —gpgsin? ﬁt]

2.30 Houpacka hmotnosti m na zavésu délky [ byla vychylena o tihel ¢( a pusténa (obr.
2.56). Uréete maximalni namahani zavésu a rychlost houpacky v dolni poloze.

[(3 —2cospo)mg , +/2gl(1 — cos o))
2.31 Urcete délku sekundového kyvadla na severnim pdlu, na rovniku a na zemépisné
§iice Prahy (kde je tihové zrychleni g = 9,81077 m.s~2).
[0,9962 m, 0,9909 m, 0,9940 m]
2.32 Predpokladejme, ze vase hmotnost je 100 kg. O kolik budete tézsi, kdyz si lehnete?
O kolik budete leh¢i, kdyz spadnete do skarpy?
[+30 mg, -15 mg]
2.33 Najdéte takovou vzdalenost h, aby ve vysce h nad zemi a v hloubce h pod zemi
byla gravitacni sila stejna.
[h=0, h=3(/5-1)Rz;=0,618 Rz, pomér zlatého fezu]
2.34 Méjme gravitujici t€leso v podobé protahlé homogenni ty¢e hmotnosti M a délky

[ lezici v ose x. Ve vzdalenosti zg od stiedu tyce lezi na ose x ¢astice hmotnosti m. Urcete
gravitacni silu, ktera na c¢astici ptsobi.

2.35 Méjme gravitujici téleso v podobé homogenni kruznice hmotnosti M a poloméru
r a urcete gravitacni zrychleni na ose kruznice ve vzdalenosti h od roviny kruznice. V jaké
vzdalenosti bude toto zrychleni maximéalni?

_ Mh _
[ag - (TQih2)3/2 9 hmaz - iL]

S

2.36 Urcete gravitacéni zrychleni ve vysce h = 20 km nad zemskym povrchem.

(9,75 m.s~2]

2.37 Jak velkou rychlost je tfeba udélit néjakému télesu ve vysce h = 500 km nad
zemskym povrchem, aby se pohybovalo jako uméla druzice Zemé po kruhové trajektorii?

[7,62.10% m.s~1]

2.38 Urcete gravitacni zrychleni na povrchu Slunce a Mésice. Kolikrat jsme lehéi na
Meésici? Polomér Slunce je Rg = 6,96.10% m, Mésice Ry, = 1,74.10° m.
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274 m.s™2, 1,62m.s 2, 6x]

2.39 Na desce konajici harmonicky pohyb x = Asinwt ve vodorovném sméru spociva
zévazi hmotnosti m. Koeficient smykového tfeni je f = 0,5 , w = 10 s7L. Pii jaké
amplitudé A zacne zévazi po desce klouzat?

[AZ%:5cm]

2.40 V zelezni¢nim voze pohybujicim se se zrychlenim 0,3 m.s~2 nahoru po svahu se
sklonem 10° visi na $iiife zavazi. Uréete tihel, ktery svira siifira se svislym smérem.

[10 40/]

2.41 Jaké je zrychleni vytahu, kyva-li v ném matematické kyvadlo délky 1 m s dobou
kmitua) T'=2,3s,b) T = 1,8, c¢) krouzi volné kolem zavésu, d) T' = 4, 2 s s rovnovaznou
polohou kolmo nad bodem zavésu?

[2,3 m.s~2 doli; 2,4 m.s~2 nahoru; g doléi; 12 m.s~2 dold]

2.42 Ve vytahu jsou pruzinové vahy, na kterych visi téleso hmotnosti 1 kg. Jakou silu
budou ukazovat védhy v téchto piipadech: a) vytah stoupa se zrychlenim 4,9 m.s~2 mificim
dolfi (zastavuje se), b) vytah klesa se zrychlenim 4,9 m.s~2 mificim vzhiiru (zastavuje
se), ¢) vytah klesa se zrychlenim 1 m.s~2? mificim dolt (rozjizdi se), d) vytah stoupa se
zrychlenim 1 m.s~2 mificim vzhiiru (rozjizdi se)?

[5N, 15N, 9 N, 11 N|

2.43 Porovnejte velikost Coriolisovy sily a tihy télesa, které se v zemépisné iice ¢ = 50°
pohybuje rychlosti v = 100 km.h~! po poledniku.

[Fo/mg = 2vwsinp/g = 3,2.1071]

2.44 O¢ se zméni tihové zrychleni télesa, které se pohybuje po rovniku rychlosti 1 km.s™?

pusobenim Coriolisovy sily?

[00,15 m.s~2]

2.45 Jak se odchyli téleso od paty kolmice pfi volném padu z Eiffelovy véze ptisobenim
Coriolisovy sily?

[0 3 cm na vychod]

2.46 V 17. stoleti provedl francouzsky matematik a fyzik M. Mersenne pokus s verti-
kalnim vystrelem z déla, aby zjistil, kam naboj vzhledem k rotaci Zemé dopadne. Byl-li
pokus provadén na 48° severni §iiky a pocate¢ni rychlost stiely byla 300 m.s~!, kde mohl
oc¢ekavat misto dopadu?
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[18 m zapadné od mista vystielu)

= 3MECHANIKA SOUSTAVY
CASTIC

3.1 Zakony zachovani

3.1.1 Prvni véta impulsova, téziste

Prejdeme nyni od mechaniky jedné k ¢astice k mechanice soustavy ¢astic. Méjme cel-
kem N &astic (hmotnych bodti) a oznacujme je napiiklad feckymi indexy «, 3,.... 3% Tyto
¢astice maji kazda svou hmotnost, polohovy vektor, rychlost a hybnost

mOzaFaa’D’a,ﬁa, a =1...N.
Céastice mohou byt bud volné (jako t¥eba planety) nebo vdzané (pohybuji-li se tieba na po-
vrchu Zemé nebo jsou-li mezi sebou spojeny). Soustava volnych ¢astic ma s = 3 N stuprid
volnosti, tj. je tfeba znat tii souradnice kazdé c¢astice, abychom znali rozlozeni castic v
prostoru. U vazanych c¢astic se pocet stuptitl volnosti snizuje.

Predpoklddejme, ze vztazna soustava, v niz soustavu c¢astic studujeme, je inercialni,
tj. Ze v ni pusobi jen pravé sily. Tyto sily mohou byt jednak wvnitrni, intern, jimiZz ptisobi
Castice mezi sebou navzijem, jednak vnéjsi, externi, jimiz na soustavu pisobi jiné télesa
mimo ni. Pokud na soustavu vnéjsi sily neptsobi, je soustava izolovand. Pro pravé sily v
inercidlni vztazné soustavé mtzeme pouzit Newtonovy zakony.

Zakon sily pro kazdou castici miizeme zapsat tak, ze rozepiSeme sily na vnitini

N
F) = 3" Fug (3.1)
B=1
(ﬁag je sila, kterou ¢astice s indexem ( piusobi na ¢astici s indexem «, « # 3) a vnéjsi
)
i

N
= FO + F =3 Fag + FO. (3.2)

B=1
Méme tedy N rovnic (3.2) a vSechny je se¢teme pies a. Tak dostaneme

N dﬁa d N N R N o
a=1 a=1 a,B3=1 a=1

36Indexy i, j, k ponechame pro soufadnice 1, 2, 3.
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Oznacéime nyni celkovou hybnost soustavy cédstic

. N

P =% Pa
a=1

a vyslednici vnéjsich sil ptisobicich na soustavu
N
FO = S FO

a=1

Zaroven si uvédomime, ze podle zadkona akce a reakce se vnitini sily v soustavé vyrusi.

Protoze je ﬁag = —ﬁga, miizeme je vyjadiit symetrickym zptsobem jako
N — 1 N = — 1 N — —
> Fos =5 > (Fag+Fsa) = 5 D (Fop—Fap) = 0
2 2
=1 a,f=1 a,f=1

a’ﬂ
Z rovnice (3.3) tedy dostéavame
APz
dt
Tento dilezity vysledek je matematickym vyjadfenim prvni véty impulsové 37 neboli
véty o hybnosti soustavy ¢astic:

(3.4)

Casova zména celkové hybnosti soustavy ¢astic je rovna vyslednici vnéjsich
sil.

Je-li soustava izolovand, je vyslednice vnéjsich sil nulovi, % = 0 a plati zakon za-
chovani celkové hybnosti izolované soustavy éastic:
P = konst ; (3.5)

celkova hybnost izolované soustavy ¢astic se zachovava. 38

Zkoumejme nyni, jak se zméni celkova hybnost soustavy castic, prejdeme-li k jiné
vztazné soustavé S’, jejiz pocatek se pohybuje v ptivodni soustavé S rychlosti V(t), pri
¢em? osy soufadnic si zachovavaji svou orientaci. Soustava S’ nyni ovSem nemusi byt
inercidlni. Pak je tieba transformovat rychlosti vSech ¢astic jako v, = o), + V a pro
celkovou hybnost dostaneme

. N N N L N
P:Zﬁa:Zmaﬁa:Zma%+VZma. (3.6)
a=1 a=1 a=1 a=1

3"N4zev je historicky a nepfilis vystizny. Hybnosti se diive fikalo a v cizich jazycich dosud ¥ik4 impuls.
Také v kvantové fysice se zhusta pouziva nazev impuls misto hybnost.

38Pi odvozovani zakona zachovani celkové hybnosti jsme pouzili zakon akce a reakce. V teoretické fyzice
se vSak dokazuje, ze tato implikace neplati obracené, tj. ze k platnosti zakona zachovani celkové hybnosti
nemusi platit zdkon akce a reakce. Jak se jesté zminime, zdkony zachovani v soustavé ¢astic maji tésnou
souvislost s vlastnostmi symetrie prostoru a ¢asu
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Posledni suma vs8ak predstavuje celkovou hmotnost soustavy M = zszl Meq, takze mame
P=P +MV. (3.7)
Polozime-li P/ = 0, dostaneme z (3.7)

Vo — E _ fovzl MoV '
M 25:1 M
Miuzeme tedy mit za to, ze v soustavé ¢astic existuje mysleny bod nazyvany hmotny stred,
stred hmotnosti nebo tézisté o polohovém vektoru

N -
R = Ze=iMaTa (3.8)

25:1 Ma
ktery se pohybuje rychlosti V a chov4 se tak, jakoby v ném byla soustfedéna celd hmotnost
soustavy:
- — dP dav -
P=MV — = M— = F©. 3.9
’ dt dt (3.9)

Vv e

39

V izolované soustavé ¢astic je vyslednice vnéjsich sil nulova, takze rychlost tézisté
zustava konstantni:
V = konst (3.10)

coz pravi dalsi zakon zachovani rychlosti tézisté izolované soustavy. Je v podstaté
zobecnénim zakona setrvac¢nosti jedné Castice na soustavu castic.

Pfi pfechodu od jedné inercidlni vztazné soustavy k druhé pomoci vztahu (3.7), kde
V= konst budeme ziejmé mit

d  dt
a prvni véta impulsova plati stejné ve vSech inercidlnich soustavach. Hybnost izolované
soustavy ¢astic je ovSem v kazdé z nich jina, v tézisfové nulova. Vime sice, ze vSechny
inercidlni vztazné soustavy jsou si rovnopravné, plati v nich zdkony mechaniky v témz
tvaru a tyto soustavy nelze navzajem experimentalné odlisit, ale tézistova soustava je
prece jen ”rovnopravnéjsi”, matematicky vyhodnéjsi.

P P
d d F©) (3.11)

3.1.2 Druhé véta impulsova

Vynasobime nyni pohybovou rovnici kazdé ¢astice zleva vektorové polohovym vektorem
této Castice:

dp, N q _
f‘w% = Y (Fax Fag) + Ta x F. (3.12)
B=1

39Ptesné vzato hmotny stfed soustavy a jeji t&7ité nejsou totozné, napiiklad v nehomogennim tihovém

poli se lisi. Pfesto vSak je v teoretické fyzice zvykem nazyvat soustavu hmotného stfedu tézistovou.
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Rovnice opét secteme pres a a dostaneme
N 45 . N .
S (Fax =) = 3 (FaxFag) + D (Fax B ). (3.13)
a=1 s

Levou stranu (3.13) upravime na
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S(rx ) o S ki) - 3T k)
- 7 ot a ) — . o =
a=1 dta:]_ a=1 dt
d N
aZ(Faxﬁa) - Z(gaxﬁa)- (3.14)
a=1 a=1

Druhé suma na pravé strané je rovna nule, nebot vektory rychlosti a hybnosti jsou rovno-
bézné. Vektorovy soudin [, = 7, X p, ale pfedstavuje moment hybnosti ¢astice vzhledem
k poéatku soufadnic. Oznaéime-li nyni celkovyj moment hybnosti soustavy cdstic °

N N
:Zla:Z(Faxﬁa);
a=1

mame na levé strané (3.13) Gasovou derivaci celkového momentu hybnosti 4 E Upravune
nyni pravou stranu (3.13) a oznacime vysledng moment vnéjsich sil jako

N
N = S (7 x B ).

a=1

Pouzijeme opét zakon akce a reakce na vnitini sily soustavy a napiSeme

dL N . N . ;N B ) )
= = > (TaxFap) + D (FaxF) = o (7 X Fog + 75 % oo ) + N© =
7/@_ a=1 a,,@:l
. N
5 Z —Tg XFa/g + N(e)

Budeme dale predpokladat, ze sily pusobici
mezi ¢asticemi jsou centralni. Z obr. (3.1) je
vSak vidét, ze v tom ptipadé budou vektory
Ta — T3 @ ﬁag rovnobézné, a tedy jejich vek-
torovy soucin roven nule. Dospivame tedy k
rovnici

dL
— = NG© 3.15
= ; (3.15)

kterd je matematickym vyjadfenim druhé
véty impulsové neboli véty o momentu
hybnosti soustavy c¢astic:

Casova zména celkového momentu hyb-
nosti soustavy éastic je rovna vysled- obr. 3.1
nému momentu vnéjsich sil.

10V zahranién{ literatuie a v kvantové fyzice nazgvany impulsmoment
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Moment hybnosti i moment vnéjsich sil se pfitom vztahuji k témuz bodu, pocatku
soustavy soufadnic.

Je-li soustava izolovan, je vysledny moment vnéjsich sil nulovy, & dt = 0 a plati zakon
zachovani celkového momentu hybnosti izolované soustavy ¢éastic:

L = konst ; (3.16)
celkovy moment hybnosti izolované soustavy ¢astic se zachovava.

Zkoumejme nyni, jak se zméni celkovy moment hybnosti soustavy ¢astic, budeme-li jej
vztahovat k jinému pocatku O’, ktery se pohybuje v puvodm soustave konstantni rychlosti
V tj. jeho polohovy vektor zavisi na case Jako T (O’ ) =70 +Vt. Pak je tfeba transformovat
polohové vektory vSech ¢astic jako 7, = 7, + 7o+ Vt Uo = U, + Va pro celkovy moment
hybnosti dostaneme

N
L="L -VxY maiy + fox P + fgx MV + Vtx P (3.17)

—

Odtud vidime, Ze budou-li oba pocatky nehybné, tj. V= 0, mame
L=IL+7fxP =L +7xP. (3.18)
Pijde-li o t&zistovou soustavu, kde P = P’ = (, bude
L=1, (3.19)

a celkovy moment hybnosti soustavy ¢astic nezavisi na volbé pocdatku.
Zderivujeme-li (3.17) podle ¢asu, dostaneme

dL.  dL’ P . = L 4P
@ P Vx P + Vit -
dt ~ dt XPL A o g VX P4 VX
dr’ . dPdL . dP
_ - _ e - e 2
g o)< g o)< (3.20)

Je-li vyslednice vnéjsich sil, a tedy ¢asova zména celkové hybnosti, nulova, plati

dL _ dL' _ o

— = = 3.21
dt dt ( )
a druha véta impulsova plati stejné ve vsech inercialnich soustavach.
3.1.3 Véta o energii soustavy castic
Vynésobime nyni pohybovou rovnici kazdé ¢astice skalarné jeji rychlosti ¥,:
W o B0 4 FO g
o Ve = EY)Y Uy + F)7 -7, (3.22)
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a secteme

N di N o N .,
Sty = Y FED G, + Y FO 0, (3.23)

N — N N
deé — dva — dT
2 g e = 2maTy T = G (3:24)
kde
1 N
T =3 Y - mai (3.25)
a=1

N N
ﬁo(f) Uy F ZF_’:&‘E) U = Zﬁo(él) U + Q(e)- (3'26)

a=1 a=1

M-

Symbolem Q(®) jsme oznadcili vgkon vnéjsich sil. Jsou-li vnitini sily konzervativni, lze zavést
potencialni energii soustavy cdstic U(x, vy, z) tak, ze

=i ou oU oU ou
FCg):_vaU:_(ax, 3 az>:_af" (3.27)
Potom na pravé strané (3.23) stoji
N o) = (e) 8U dra (e) dU
S A5 4 Q =—Z r o =~y qo (3.28)
a=1 Ta

Oznacime-li celkovou energii soustavy castic E = T + U, dostdvame vétu o energii

soustavy castic
dFE

dt

tj. Casova zména celkové energie soustavy éastic je rovna celkovému vykonu
vnéjsich sil. Je-li soustava Gastic izolovand, je vykon vnéjsich sil nulovy, a plati zakon
zachovani celkové energie izolované soustavy éastic:

= Q) (3.29)

E =T + U = konst; (3.30)

celkova energie izolované soustavy Castic se zachovava.

Piejdéme k vztazné soustavé S’, jejiz pocatek se pohybuje v piivodni inercidlni soustavé
S obecnou rychlosti V' (t), pfi ¢emz osy soufadnic si zachovavaji svou orientaci. Kinetickou
energii soustavy ¢astic pak budeme transformovat do nové soustavy soutradnic takto:

1Y 1Y q
a=1 a=1

135



1 2 al —/ 1N—»2 1 2 D !
= M V2 + V-(;mava - 5; W= QMVE L VP T (3.31)

Je-li soustava S’ tézistova, bude P’ = 0 a dostavame

1

T =M V4T, (3.32)

tj. kineticka energie soustavy c¢astic je rovna souctu kinetické energie jejiho
t&8ziSté a vnitini kinetické energie (tj. kinetické energie v téziStové vztazné

soustavé). To je obsahem tzv. Konigovy véty. Je-li soustava ¢astic izolovand, bude

Vv e

kinetické a potencidlni energie v t&zistové soustavé.

3.1.4 Deset zakont zachovani v izolované soustaveé ¢astic

Pri studiu izolované soustavy ¢astic jsme zjistili, ze pfi jejim pohybu se zachovava deset
skalarnich veli¢in: 4!

3 soutadnice vektoru celkové hybnosti P

3 souradnice vektoru rychlosti tézisté 1%

3 souradnice vektoru celkového momentu hybnosti L
1 skalarni veli¢ina celkové energie F.

Téchto deset konstant predstavuje vlastné integraly pohybu dané pocateénimi pod-
minkami a jejich znalost ndm usnadnuje integrovani pohybovych rovnic soustavy c¢astic.

V teoretické fyzice se dokazuje, Ze tyto konstanty souviseji s vlastnostmi symetrie pro-
storu a casu, a sice

zékon zachovéani celkové hybnosti s homogenitou prostoru (symetrie viéi translaci v
prostoru)

zakon zachovani celkového momentu hybnosti s izotropii prostoru (symetrie viéi rotaci
v prostoru)

zédkon zachovani energie s homogenitou ¢asu (symetrie viéi translaci v ¢ase)

Vv e

41 p¥ipometime, Ze pro jednu bezsilovou (tj. izolovanou) &astici se zachovava hybnost, a tedy i rychlost,
v poli centralnich sil moment hybnosti vzhledem k centru a v poli konzervativnich sil energie.
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od jedné inercidlni soustavy k druhé). 42

Ve fyzice elementarnich ¢astic se setkavame i s dalsimi symetriemi, jimz odpovidaji dalsi zakony zacho-
vani (naptiklad zakon zachovani elektrického naboje). Vztahy mezi symetriemi prostoru a ¢asu a zakony
zachovani zformulovala némeckd matematicka Emmy Noetherovad a jsou obsahem takzvanych teorémi

Noetherové.

42Ve specialni teorii relativity vystupuji misto Galileiho transformaci obecnéjsi transformace Lorentzovy.
S matematického hlediska tvofi mnozina uvedenych deseti transformaci desetiparametrickou grupu, které
fikame grupa Galileiho, v relativistické mechanice grupa Poincarého. Teorie grup patii k nejabstraktnéjsim
matematickym disciplinam a zabyva se pravé studiem symetrii .
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V dalsim uvidime, jak lze zakont zachovani vyuzivat pfi studiu pohybu izolovanych

Vv

prechazime do tézistové soustavy soufadnic, ktera je v tom pripadé inercidlni.

Uloha (pohyb télesa s proménnou hmotnostf)

Dosud jsme vzdy predpokladali, Ze hmotnost Castice je konstantni a ze zménu jeji
hybnosti mtizeme zapsat jako soucin hmotnosti a zrychleni. Nemusi tomu byt tak vzdy a
Newtontiv zakon sily to nevyzaduje. Mizeme si predstavit situaci, kdy se hmotnost castice
v ¢ase méni podle zadané funkce m(t) a pak dostaneme pohybovou rovnici ve tvaru

dp dv _dm

Neni ovSem snadné si fyzikalné predstavit davod, pro¢ by se hmotnost takovym zpiso-
bem ménila. Komplikovanéjsi situace nastava pri relativistickém pohybu ¢astice rychlosti
blizkou rychlosti svétla, kdy dostavame pohybovou rovnici

dp’ d v -
dp _ d med 5

dt dt 1— v2

2
Budeme se ji zabyvat ve specidlni teorii relativity.

Naproti tomu se casto vyskytuje pohyb téles, kdy dochéazi ke zméné hmotnosti v di-
sledku oddélovani nebo pribirani dalsich téles - vyfuku plynd motorovych vozidel, vystie-
lovani plynt tryskami pii raketovém pohonu, pfibirani vzduchu pii oxidaci zapalné smeési
tryskovych letadel, ztraceni nakladu, nastupovani a vystupovani pasazéri aj. V tomto
pripadé vsak nejde o pohyb jednoho télesa, jedné ¢astice s proménnou hmotnosti, ale o
pohyb soustavy téles a k jeho feseni musime misto Newtonova zakona sily pouzit prvni
vétu impulsovou. Uvidime, Ze tak dostaneme rovnici lisici se od (3.33).

Uvazme napiiklad pohyb rakety, kterd vystteluje plyny relativni rychlosti @ (rychlost
plynt vici raketé dana konstrukei motori). Uréime zménu celkové hybnosti soustavy ra-
keta 4+ plyn za malou dobu dt. Zména hmotnosti rakety bude pfitom zadporna, dm < 0.
Mame tedy

dpp = (m—|dm| ) (U+d0) + |dn| (T+di+d) — mT = mdi — 4 dm.

Odtud dostavame podle prvni véty impulsové rovnici

dp dv dm -

g g == = F 3.34

at ~ ar " at ’ (3:34)

ktera se nazyva rovnice Mescerského a ziejmé se lisi od (3.33). Muzeme ji téZ zapsat ve

tvaru d(m) p

mu m -

—(v4+u)— = F. 3.35

o (d+d) — (3.35)

Pokud plyny nebo jind oddélujici se télesa nejsou vystielovany a jejich relativni rychlost

viuéi vozidlu je nulova (@ = 0), jako kdyZ se z jedouciho auta sype pisek nebo obili,
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dostavame rovnici

dv

av .y = F :
m— v ; (3.36)

vvvvv

Predpokladejme nyni, Ze vyslednice vnéjsich sil F je nulova (raketa se nepohybuje
v tihovém poli) a pohyb probiha tak, Ze rychlost plynt méa opacény smér nez rychlost
rakety.*3 Zvolime-li smér pohybu rakety podél osy z za kladny, mé rychlost @ soufadnice
i = (—u, 0, 0). Pak mame ve slozkach
dv dm dm
m— = —u — , neboli dv = —u — . 3.37
dt dt ' m (3:37)
Tato slavna rovnice pohybu rakety se nazyva rovnici Ciolkovského. Udava nam, jak
se méni rychlost rakety s ubytkem jeji hmotnosti. V rovnici (3.37) mame jiz rozdéleny
promeénné, takze integraci dostavame okamzité reseni

v=—ulnm+ C. (3.38)

Za pocatecnich podminek v = 0, m = mg (startovaci hmotnost) dostavame

v = uIn 0 , m = moe . (3.39)
m

7 tohoto vysledku plyne dutlezity zavér pro konstruktéry raket. Jediny zptsob, jak
dosdhnout maximalni rychlosti rakety je zvysit relativni rychlost vystfelovanych plynu
(nejvyse na rychlost svétla u fotonové rakety) a zvolit co nejvétsi podil startovni a ko-
necné hmotnosti. To ma ovsem své meze, nakonec musi v raketé zlstat aspon kosmonaut.
Z4dn4 jina konstrukéni zdokonaleni raketovych motorti koneénou rychlost rakety nezvysi.

Zavislost rychlosti rakety na jeji hmotnosti je na obr. 3.2.

43Raketa se urychluje; kdyby rychlost plynti méla stejny smér jako rychlost rakety, raketa by se brzdila.
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obr. 3.2 obr. 3.3 obr. 3.4

3.2 Uloha dvou téles

Reseni pohybovych rovnic soustavy ¢astic neni snadné. Ve skutecnosti Ize matematicky
pfesné fesit jen pohyb izolované soustavy dvou c¢astic - ika se tomu uloha dvou téles a
patii k nejslavnéjsim fyzikalnim tloham, kterou se fyzikové zabyvali po cela staleti. Mame-
li dvé ¢astice o hmotnostech my, ms a polohovych vektorech 7, i, musime fesit soustavu
Sesti diferencidlnich rovnic druhého fadu pro soutadnice polohovych vektort téchto ¢as-
tic a Teseni bude zaviset na dvanacti integrac¢nich konstantach - pocatec¢nich polohach a
rychlostech obou ¢astic. Zakony zachovani nam poskytuji deset integracnich konstant, in-
tegral pohybu. Zbyva tedy urcit z pocatecnich podminek jen dvé konstanty, a ukazuje
se, ze to jde. Ulohu lze analyticky zintegrovat, najit feseni ”v kvadraturach”.

V pripadé tii ¢astic vznikd neméné slavna dloha tri teles, kde je tfeba urcit osmnéact
integrac¢nich konstant. Po tsili trvajicim nékolik staleti se nakonec zjistilo, ze llohu v obec-
nosti zintegrovat nelze, ze deset integrali pohybu, které mame k dispozici k tomu nestaci a
podarilo se najit jen néktera specialni feseni. Pritom tloha t¥i téles mé nesmirny prakticky
vyznam, bez jejiho feSeni bychom nemohli zkoumat pohyb soustavy Zemé - Mésic - Slunce
nebo Zemé - Mésic -raketa a nebyla by mozna kosmonautika. V minulém stoleti byly k ta-
kovym vypoctim vytvoreny (zdsluhou Gaussovou a dalsich) pfiblizné, numerické metody,
které umoznily urcovat poruchy pohybu planet vyvolané vlivem dalsich nebeskych téles a
predpovédét tak i polohu téles dosud neznamych (planetka Ceres, Neptun). Tyto vypocty
jsou vsak pracné a zabiraji mnoho casu. Proto jednou z nezbytnych podminek moderni
kosmonautiky je pouziti poéitaci, které umoznuji provadét takové vypocty v redlném case
a korigovat tak i parametry pohybu umélych kosmickych téles. Vysledky ziskané pti feseni
ulohy tii téles lze najit v monografiich o nebeské mechanice.
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Je zfejmé, Ze neni mozno analyticky integrovat ani tlohu ¢tyt a vice téles, a teprve u
velkého poctu téles, naptiklad molekul plynu, mtzeme pouzit statistickych metod. Pritom
ovSem nesledujeme trajektorie jednotlivych molekul, ale uréujeme statisticky stfedni veli-
¢iny. Nejvétsi problémy tedy ¢ini tloha o malém poctu téles, jakou predstavuje napriklad
atomové jadro. Zde je problém navic komplikovan tim, Ze nezname ani zdkon silového
ptisobeni mezi jednotlivymi nukleony. Vratme se vSak k fesSitelné tloze dvou téles.

Na obr. 3.3 mame znézornény polohy dvou ¢éastic (pod télesem stale rozumime ¢astici),
které se pohybuji pouze pod vlivem vzajemného silového ptisobeni, napiiklad gravita¢niho.
Okamzité mizeme vyuzit jeden ze zakonl zachovani a zapsat energii této soustavy jako

1 1
E = 5 mq U% + 5 mo U% + U(”Fi—fé‘) . (3.40)

Ve

v e

Pro polohové vektory obou ¢astic mame
mq 7?15 + Mo 7?25 = 0, s — Tog = 7. (3.41)

V tézisfové soustavé jsou oba polohové vektory vZdy kolinedrni, ¢astice musi v kazdém

Ve

= ma - - mi =
o= —2_p = - T (3.42)
m1 + mo mi1 + ms
a pro rychlosti
S S S ma - - - - mi N
Vg = V) —Ug = ———— U, Upg = UVg—0Ug = — ——— 0. (3.43)
m1 + ma mi1 + ma
Zde . S
- miU1 + movs
g = ———— = (3.44)

m1 + mg

v oo

Yy

Energie v tézistové soustavé (vnitini energie soustavy) bude opét integralem pohybu
a bude rovna

1 1 1 mimg 1
B, = 5m Vi, + §m2v%S +U(r) = 5 e v+ U(r) = 57 v? +U(r). (3.45)

Pfitom jsme do vyrazu pro energii dosadili polohové vektory (3.42) a rychlosti (3.43) a
zavedli tzv. redukovanou hmotnost
mi1Mmsy

my, = ———— .
m1 + mgo
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obr. 3.5

Pii pohledu na vyraz pro energii (3.45) zjistujeme, Ze jsme vlastné prevedli ulohu
dvou téles na ulohu o pohybu jednoho télesa o redukované hmotnosti m, pohybujicitho se
v centrdlnim silovém poli U(r). Polohovy vektor a rychlost tohoto fiktivniho télesa jsou
pritom ¥ = 7} — 75 , ¥ = 9§ — . Tuto tlohu jsme vSak uz fesili - v pfipadé gravitacnich sil
slo o tlohu Keplerovu. Mizeme tedy pouzit vysledku Keplerovy tlohy a chceme-li prejit
k puvodni inercialni vztazné soustavé S, staci pretransformovat rychlosti podle vztahu

U = Us + Usg Uy = Uss + Vg . (3.46)

V dloze dvou téles miizeme rozlisit dva dilezité piipady:

1. Jedno z t€les je mnohem t€zs8i nez druhé, m; > mso. Potom je redukovand hmotnost
my & me priblizné rovna hmotnosti leh¢iho télesa. V limité dostavame piipad nehybného

v

Mven

nichz je patrny zejména vliv velkych planet, Jupiteru a Saturnu. Situace pfipomina pohyb
vrhace sportovniho kladiva, ktery pti roztaceni kladiva musi vykonavat sdm malé kruhové
pohyby. Na obr. 3.5 je zndzornén pohyb dvou t€les, z nichz jedno je poloviéni hmotnosti
nez druhé a ktera obihaji po pfiblizné kruhovych trajektoriich.

2. Obé télesa jsou stejné tézka, m; = mo = m, takze redukovana hmotnost je rovna
polovi¢ni hmotnosti télesa: m, = %m To muze byt pripad dvojhvézdy o dvou stejnych
slozkach. Podobn4 situace je na obr. 3.6. Budou-li télesa stejné tézka a bude-li vzdéalenost
mezi nimi zistavat konstantni (r = konst ), budou se vzajemné "honit” po obvodu kruz-
nice.
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obr. 3.6

Vime, ze uzaviend trajektorie miize existovat jen v pfipadé gravitacni pritazlivé sily
presné umeérné prevracenému ctverci vzdalenosti (a v pfipadé prostorového oscilatoru).
Puisobi-li na téleso dalsi poruchy, dojde ke staceni perihelia a pohyb dvojhvézdy pak pro-
biha podobné jako na obr. 3.7.

Na obrazcich 3.8 a 3.9 jsou znazornény trajektorie dvou téles, z nichz jedno je polovi¢ni
hmotnosti nez druhé a ktera na sebe piisobi pfitazlivymi silami tmérnymi 1/72° (obr. 3.8)

r1® (obr. 3.9). 4

Vratme se jesté ke Kepleroveé tiloze a uvazme, jak se zméni jeji feSeni pro pohyb planet,
vzdame-li se Keplerova predpokladu, ze Slunce je nehybné a spojime-li poc¢atek inercialni
vztazné soustavy s té€zistém slunecni soustavy. Tteti Keplertiv zadkon jsme psali ve tvaru

(2.126) jako
T =27 1/% a’? .
a

Zde m,, piedstavuje hmotnost planety a interakéni konstanta o = km,Mg. Nyni musime
hmotnost planety ovSem nahradit redukovanou hmotnosti

mpMs

m, = ————
T mp‘i‘MS,

4 Tyto a dalsi situace odpovidajici riiznym zakontim silového piisobeni a riiznym po¢ateénim podminkim
si muzete snadno simulovat na pocitaci napriklad pomoci programu Famulus.
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obr. 3.7
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obr. 3.8 obr. 3.9
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zatimco interakéni konstanta se neméni. Tak dostavame treti Kepleriv zakon

(3.47)

Vidime tedy, Ze plati imérnost mezi ¢tverci obéznych dob a tfetimi mocninami velkych
poloos, ale konstanta imeérnosti je pro kazdou planetu trochu jina. Podotknéme jesté, ze
jsme tento jev vyuzili v tloze o uréeni hmotnosti Mésice (vztah (2.142)).

3.3 Srazky castic a raz téles

3.3.1 Pruzné srazky

Dtlezitym fyzikalnim jevem, se kterym se setkdvame nejen v mechanice, ale i v ato-
mové, jaderné a ¢asticové fyzice, jsou srazky c¢astic. Jde-li o srazku téles koneénych rozmeéra,
mluvime o razu téles. Srazku mtzeme chapat jako casové a prostorové omezenou interakci
castic, pri niZ dochazi k prerozdélovant hybnosti a energie. Pfed srazkou se ¢astice pohybo-
valy oddélené, neptisobily na sebe, a pak se dostaly do interakéni oblasti vzajemného vice
¢i méné intenzivniho ptisobeni. Studium srazek ¢astic slouzi k tomu, abychom urcili zdkony
vzajemného silového ptlisobeni mezi ¢asticemi. Dnes k tomu slouzi obrovské urychlovace,
které patii k nejvétsim experimentalnim zafizenim, ktera byla kdy vytvofena.

Charakter srazek mtze byt velmi rozmanity a mtzeme je klasifikovat podle nejriiz-
néjsich hledisek. Nejdilezitéjsi je rozlisovani srazek pruzngch a nepruznych. *® P¥i srazce
predpokladame,ze ¢astice tvori izolovanou soustavu a ze v ni plati zdkony zachovani hyb-
nosti a energie. Pfi pruzné srazce pusobi pouze konzervativni sily a zachovava se mecha-
nicka, kineticka energie ¢astic pred srazkou a po srazce.Pri nepruzné srazce se v izolované
soustavé sice také zachovava celkova energie soustavy, ale ¢ast mechanické energie se miize
zménit ve vnitini nebo deformacni energii ¢astic a téles. Pfedpokladame pritom, Ze ¢astice
maji néjakou vnitini strukturu, jako napriklad atom nebo makroskopické téleso. Typicky
nepruznou srazkou je srdzka dvou automobild, ale nepruznou mize byt i srazka elektronu
s atomem nebo neutronu s atomovym jadrem. Pruznou srazku mizeme dobie demonstro-
vat pii dopadu ocelové kulicky na sklenénou desticku nepruznou pii dopadu na olovénou
desticku.

Dochazi-li ke srazce pouze dvou ¢astic, mluvime o srazce bindrni, srazi-li se vice ¢astic
nebo automobili najednou, jde o srazku kolektivni. Nastava-li srazka az pii tésném sblizeni
¢astic, jako tfeba pri razu dvou kule¢nikovych kouli, jde o srazku blizkou, pusobi-li ¢astice
¢i télesa na sebe na dalku gravita¢nimi nebo elektrickymi silami, jde o srazku dalekou. U
dalekych srazek je nékdy obtizné urcit, co se ma jesté za srazku povazovat. Priblizi-li se
kometa ke Slunci, zméni sviij smér a opét se vzdali, jde vlastné také o pruznou dalekou
srazku, i kdyz obé télesa do sebe nenarazila. Otazka matematického popisu kolektivnich

45Rozligeni pruznych a nepruzngch srazek kouli provedl poprvé &esky védec Jan Marcus Marci v roce
1639.
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obr. 3.10 obr. 3.11

dalekych srazek méa velky vyznam ve fyzice plazmatu, kde na sebe soucasné pusobi velké
mnozstvi elektricky nabitych ¢astic.
Jesté vétsi rozmanitost nastava pii rdzu teles. Zde ovSem zalezi na tvaru télesa, umis-

MV oo

vvvvv

pohybu takovych téles po razu velmi obtizny. V praxi zname tuto situaci ze sportu, kdy
napiiklad hraci stolniho tenisu nebo kule¢niku zamérné udéluji micku nebo kouli ”fales”
a ztézuji tak soupefi odhad jejich pohybu.

V bodé dotyku téles pfi rdzu mizeme vést spolecnou tecnou rovinu obou téles a k ni
normalu. LeZi-li spojnice tézist obou téles na této normadle, nazyvame takovy raz stfedo-
vym, neni-li tomu tak, jde o raz vystredny. Nejcastéji se studuje rdz dokonale hladkych
kouli; takovy raz je stfedovym vzdy. Pfitom vsak muZeme rozliSovat raz primy a Sikmyg.
U pifimého razu obr. 3.10 lezi vektor vzajemné rychlosti obou kouli na spolecné normale v
bodé dotyku; naproti tomu u Sikmého razu je vzajemné rychlost od této norméaly odchy-
lena (obr.3.11). V tézistové soustavé se koule pfi pfimém razu pohybuji pfed rézem i po
ném v téze primce, pfi Sikmém razu se tato primka po razu pootoci.

Vsimnéme si nyni bindrni pruzné srazky dvou c¢astic, jejiz pribéh je obdobny jako u
pruzného razu dvou kouli. Jde pfitom vlastné o jiny pohled na tlohu dvou téles. Budeme
predpokladat, ze nezname zakon sily, jiz na sebe obé castice plisobi a mame k dispozici
pouze zikony zachovani celkové hybnosti a celkové kinetické energie. Necht se ¢astice
m1, meo blizi rychlostmi ¢}, ¥5 do interakéniho prostoru a vylétaji z ného rychlostmi
vy, U4 (obr. 3.12).

Co se déje v interakénim prostoru nevime, je to pro nas Cerna skrinka. Presto vSak
mizeme na zakladé zdkonti zachovani soudit na vztahu mezi rychlostmi ptfed srédzkou a po
vyrazem (3.44). Od sméru této rychlosti mizeme udévat thly 61, 62, o které se odkloni
Castice po srazce; fikame jim whly rozptylu v laboratorni soustavé. Nékdy nastava srazka
tak, Ze letici ¢astice mj narazi na nehybnou ¢astici meo. Ta se pak nazyva tercem. Jinak
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obr. 3.12 obr. 3.13

miuzeme tuto situaci vyjadrit tim zptsobem, Ze pfejdeme z laboratorni vztazné soustavy
S do terc¢ové soustavy S (obr. 3.13). Potom nazyvame thel 6; dhlem rozptylu, thel 6,
uhlem zpétného razu a jejich soucet uhlem rozletu.

Nasim tikolem je najit rychlosti ¢astic po srazce, zndme-li rychlosti ¢astic pfed srazkou.
K tomu ucelu je nejvyhodnéjsi prejit do tézistové soustavy pomoci vztahi (3.43). Pro
celkovou hybnost a kinetickou energii soustavy pred srazkou mame

miUis + Moty = 0

m 1)2 + m v2 =m <L>2 fu2 + m (Ly 1)2 =m 1)2 = konst
1¥1s 2%2s ! mi + mso 2 mi + meo " '
(3.48)

Stejné zakony zachovani ovSem plati i pro rychlosti po srazce. Z prvni rovnice (3.48)
plyne, Ze ¢astice se budou v tézistové soustavé pohybovat pied srazkou proti sobé po jedné
tyto pfimky vSak nemusi byt totozné. Uhel y, o ktery se linie srazky po srazce pootodi, se
nazyva uhel rozptylu v téZistové soustavé (obr. 3.14).

Resenfm rovnic (3.48) pro rychlosti po srdZce dostaneme pro né stejné vyrazy jako
(3.43) pouze pohyb bude probihat podél jiné piimky, jejiz jednotkovy smérovy vektor
oznacime 7. Mame tak

— ma N — mi N
Vg = ————vn Ugg = — ————— V1. 3.49
1s my + ma ) 2s my + ma ( )
Tim jsme nasli rychlosti ¢astic po srazce s jedinou neurcitosti v tthlu rozptylu y. Zakony
zachovani ndm neumoznuji tento thel urcéit. Chceme-li pak prejit k laboratorni vztazné
soustavé, stac¢i prosté spocitat

173 :rl—;/ls'i_,l_)‘s ) U2:Ués+ﬁs' (350)
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obr. 3.14

Uplné feseni jsme dostali pro piipad pirimé srazky (piimého rdzu kouli), kdy se astice
pohybuji pfed srazkou i po ni ve stejné pfimce a v opa¢ném sméru (ihel rozptylu x = =!).
Pak muzZeme psat

o m s m101 + mats miome s s (m1 — ma) U1 + 2maUs
1 pum— _— pm— 2 p—
m1 + mg m1 + mg m1 + mg m1 + mg
_ m1 . mi1U1 + mots 2mq . (m2 — ml) Uy + 2mq 1
Uz == v = —+ vy =
m1 + mo m1 + mso m1 + mso m1 + mso (3 51)

Vysledné feSeni je samoziejmé symetrické vzhledem k vyméné indext 1 a 2. Rovnice
(3.51) popisuji obecny piipad pfimé pruzné srazky a je z nich mozno odvodit vysledky pro
mnoho specidlnich pfipadi (t8z8i ¢astice narazi na lehéi, lehéi na tézsi, jedna z Gastic je
nehybna, ¢astice se pohybuji v protisméru, ¢astice se pohybuji v témz sméru, lehéi castice
dohani tézsi, téz81 dohani leh¢i apod.). Laskavy ¢tendf si tyto pfipady jisté s potéSenim
rozebere. Zejména je z téchto rovnic patrno, ze budou-li hmotnosti obou ¢éastic (kouli)
stejné, pfi srazce si prosté vyméni rychlosti. VS§imneme si jesté situace, kdy jedna z ¢astic
byla pred srazkou v klidu. Potom @ = 0 a mame

L Sk L S R S S (3.52)

mi + mg mi + mg
Budou-li pfitom jesté castice stejné tézké, letici Castice se po srazce zastavi a stojici pre-
vezme jeji rychlost. Tento experiment lze snadno demonstrovat u rdzu dvou pruznych kouli.

Zajimava je jesté otazka po ucinnosti predani energie od jedné c¢éastice k druhé. Pred-
stavme si, ze mame dvé c¢astice riznych hmotnosti, z nichz jedna stoji a druhd na ni
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nalétava. Urcime, jaka cast kinetické energie se preda od letici ¢astice nehybné:

1 1 4m3m dmim

Tz’:imgvé2:§mv%:mﬂ:nﬂ. (3.53)
Koeficient 7 predstavuje podil prevzaté a ptuvodni energie. Budou-li obé ¢astice stejné
tézké, bude predana celd energie letici ¢astice. Bude-li rozdil hmotnosti obou ¢astic velky,
bude pfedana mala ¢ast energie, lhostejno zda lehkd ¢astice nardzi na tézkou (pingpon-
govy micek na olovénou kouli) nebo tézka ¢astice na lehkou (olovéna koule na pingpongovy
micek). Studium u¢innosti predéni energie pfi pruznych srazkach je dilezité napiiklad
v jaderné fyzice. Neutronové zareni je mozno v latce i¢inné zbrzdit, budou-li se neutrony
pruzné srazet s ¢asticemi malo se lisici hmotnosti (protony, deuterony apod.). Proto se jako
moderatort (zpomalovaéti neutront) v jadernych reaktorech vyuziva vody, tézké vody, gra-
fitu apod. Naproti tomu tézké kovy, jako napt. olovo, jejichz atomova jadra jsou mnohem
téz81 nez neutrony, slouzi k pohlcovani zafeni gama, ale k ochrané pred neutronovym zé-
fenim se nehodi.

Zminovali jsme se o tom, Ze zdkony zachovani nam dovolily fesit pouze pripad pfimé
srazky a a u Sikmé srazky thel rozptylu v tézistové soustavé zlistava neurcen. Piesto vSak
muzeme ziskat o vztazich mezi thly rozptylu v tézistové a laboratorni soustavé jesté dalsi
informace pomoci tzv. srdzkovych diagramai. PTi konstrukci téchto diagrami vychazime z
toho, ze redukovana hmotnost a velikost vzajemné rychlosti ¢astic ziistavaji konstantni.
Misto rychlosti ¢astic pracujeme pfitom s jejich hybnostmi. OpiSeme kruznici poloméru
Po = m,v a jejim stfedem vedeme primku smérem vektoru pj + po, tj. smérem pohybu
t6zi8té v laboratorni soustavé. Od této piimky odecteme neznamy tihel rozptylu v tézistové
soustavé y a vyznacime tak na obvodu kruznice bod C' (viz obr. 3.15).

Ukazuje se, Ze na pfimce p; + ps 1ze vyznacit body A, B tak, aby vektor AC odpovidal

hybnosti pj vektor C'B hybnosti pj,. Vektor OC pfitom odpovida pyp = m,vni. Je totiz

_y —y — o = mi = = =
= miv; = Ml + mity = 4+ — + = + AO
b1 101 1V14 1Vs Po mi+ ma (pl p2) Pbo
%:m2%:m2%s+mzﬁs=—ﬁo+7m2 (Pr+p2) = —po+OB.
mi -+ ms

Na obr. 3.15 jsou vyznaceny i thly rozptylu v laboratorni soustavé 61 , 6s.

Tento obecny srazkovy diagram se zjednodusi, bude-li ¢astice 2 pfed srazkou nehybné,
tj. P> = 0. Snadno si ovéfime, Ze v tom piipadé bude bod B lezet na kruznici diagramu.
Dale je zfejmé, ze pomér délek

AO . mq
OB N ma

udava pomér hmotnosti obou ¢astic. Pak mutzeme diskutovat tfi rtizné pripady:

=7
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obr. 3.15

obr. 3.16 obr. 3.17

obr. 3.18
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Vv v

1. v < 1, leh¢i castice nalétava na t€zsi, obr. 3.16.

Bod A lezi uvnitf kruznice. Bude-li bod C probihat po celé kruznici bude thel rozptylu
01 nabyvat vsech moZznych hodnot, ¢astice se muze rozptylit pod libovolnym thlem. Zavis-
lost thlu 0; na x je jednoznaénd. Zaroven plati 61 +602 > /2, ihel rozletu je vétsi nez pravy.

2. v =1, obé c¢astice jsou stejné tézké, obr. 3.17.

Bod A lezi na kruznici. Potom plati 61 = x/2 a 01 + 6, = 7/2, Castice se po srézce
rozleti pod pravym thlem. Tento jev je mozno jednoduse odvodit a experimentalné oveérit
na razu dvou hladkych kouli, z nichz jedna je v klidu a druha na ni Sikmo nalétava.

3. v > 1, tézsi Castice nalétava na lehdéi, obr. 3.18.

Bod A lezi vné kruznice. Probiha-li bod C po celé kruznici, mize thel 6; nabyvat
pouze hodnot vymezenych maximalnim thlem 61,,,,, pro néjz plati

sin g Do mimg My + msy mo 1
1 pr— — pr— pr— — pu— —_—
e AO m1 + ma m% mi 0%

Nalétavajici ¢astice se tedy nemuze rozptylit pod velkymi thly nazpét a thel rozletu je
mensi nez pravy, 01 + 0y < 7/2. Zavislost thlu x na ; neni jednoznaé¢nd, jednomu uhlu 6;
mohou odpovidat dva rtzné uhly x. Zaregistrujeme-li tedy v laboratorni soustavé c¢astice
rozptylené pod tihlem 67, zahrnuji tyto ¢astice dvé skupiny, které se rozptylily v tézistové
soustavé pod dvéma ridznymi thly x a maji réizné velikosti rychlosti a rtiznou kinetickou
energii.

Zatimco teoreticky je vyhodnéjsi pracovat v soustavé tézistové, experimenty pochopi-
telné probihaji v soustavé laboratorni a ziskané vysledky je tfeba porovnavat. Srazkové
diagramy nam pak poslouzi k prepocitavani thlt rozptylu x na uhly rozptylu 6y, 6
a naopak. Na obr. 3.19 mame zvétSeny trojihelnik ABC' s vyznacenymi délkami stran.
Uréime-li thel rozptylu v tézistové soustavé y, mizeme odtud urcit thly rozptylu a energie
rozptylenych ¢astic v laboratorni soustavé a naopak.

Protoze jde o snadné, cisté geometrické vypocty, uvedeme jen vysledky:

sin y T—X
S v +cosy 2 2
cosy = —v sin®#; + cosb; \/m
/ v 2 2 / 2miv . X
v] = —— 1/m4 + ms5 + 2myms cos , Vg = ————— sin= .
. mi1 -+ msg \/ rmyt e X 2 mi + mso 2

Nyni mtzeme upiesnit podil energie predavané letici ¢astici ¢astici nehybné, neni-li
srazka prima, ale Sikma. Dostavame

dmymay . 9 X
Ty = ———=2 _ sin*2 Ty .
2 (m1 + m2)2 2 1
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obr. 3.19

V piipadé pfimé srazky je x = 7 a dostaneme (3.53).

3.3.2 Pruzny rozptyl ¢astic

Abychom mohli pfesné predpovédét vysledek srazky, tj. stanovit pod jakym thlem
se Castice rozptyli, museli bychom znat zakon sily, kterou na sebe ¢astice ptisobi. Vime,
ze jde v podstaté o feseni tlohy dvou téles, ktera na sebe ptisobi konzervativnimi silami.
Budeme samoziejmé resit tlohu v tézistové soustavé, tj. predpokladat, ze nalétajici ¢astice
ma redukovanou hmotnost a rozptylové centrum je v inercidlni vztazné soustavé nehybné.
Pri feseni tlohy dvou téles vystupuji dvé konstanty, dva integraly pohybu - energie E a
velikost momentu hybnosti [. V dloze o rozptylu zavadime jiné dvé konstanty, které s F al
jednoznacné souvisi. Jde o tzv. asymptotickou rychlost veo, tj. velikost rychlosti nalétajici
Castice pred srazkou a tzv. srazkovy parametr p, tj. vzdalenost pfimky (asymptoty), po
niz se ¢astice ve velké vzdalenosti pohybuje, od osy srazky prochézejici silovym centrem
(viz obr. 3.20). 46

46Uloha o rozptylu ma velkou diilezitost v mnoha oblastech fyziky, zejména atomové, jaderné a Easticové,
protoze umoznuje experimentalné zkoumat silové pisobeni mezi ¢asticemi. V téchto pripadech je ovSem
tfeba pocitat rozptyl na zakladé zakont kvantové mechaniky.
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Mezi témito konstantami plati vztahy

FE = 1mTUgO, Il = my puso -

Nasim tkolem tedy je urcit dhel rozptylu v
tézistové soustaveé y, zndme-li silu, resp. po-
tencialni energii vzajemného pisobeni Castic
U(r) a naopak. Ke srovnani vysledku s ex-
perimentem bude pak tfeba prepocitat thly
rozptylu do laboratorni soustavy, coz miize
byt pracné, ale neni to principialni zalezitost.
Bude-li tercova ¢astice mnohem tézsi nez ¢as-
tice nalétavajici, budou tézisfova a labora-
torni soustavy prakticky totozné. obr. 3.20

Budeme postupovat nasledovné. Resenim tilohy dvou téles ziskdme rovnici trajektorie
¢astice v polarnich soufadnicich; polarni thel ¢ mérime opét od sméru do bodu nejvétsiho
priblizeni ¢astice centru, periheliu. Potom asymptoticky polarni thel ¢astice pohybujici
se v nekonecénu je . Pisobi-li mezi ¢asticemi odpudiva sila, bude z divodu symetrie
trajektorie platit

X =T — 200 (3.54)
(viz obr. 3.20).

(izotropni rozptyl) a rozptyl v coulombovském, resp. newtonovském poli (Rutherfordiv
rozptyl).

Rozptyl na tvrdé kuli¢ce poloméru a (obr. 2.20) lze popsat potencidlni energii
U(r) =occ pror <aalU =0 pror > a. Znamend to, ze pokud ¢astice nalétd na tvrdou
kuli¢ku s parametrem p > a, proleti mimo a nebude silové nijak ovlivnéna. Je-li parametr
p < a, bude plisobit nekonecné velka sila ve sméru kolmém k povrchu kulicky a nedovoli
¢astici proniknout do oblasti r < a. Céstice se tedy odrazi od povrchu kulicky podle zakona,
odrazu; tihly dopadu a odrazu jsou rovny @e. 47 Zavislost mezi srazkovym parametrem a
thlem rozptylu pak dostaneme snadno jako

— 4 s —asin(T_X) = X
p = asinps, = a sm(2 2) a cos . (3.55)

Rozptyl nalétavajici ¢astice alfa na atomech zlata studoval E. Rutherford pfi svém
slavném pokusu, ktery vedl k objevu atomového jadra. Jde o dvé elektricky kladné nabité
Castice, které se odpuzuji silou nepfimo timérnou étverci vzdalenosti (obr. 3.21). Vysledek
pokusu by se vSak prili§ nezménil, kdyby castice mély opa¢né znaménko naboji nebo
kdyby slo o rozptyl éastic ptisobicich gravita¢nimi pfitazlivymi silami (obr. 3.22). V pfipadé
pritazlivé sily by misto (3.54) platilo

4TVe skutené se p¥i takové pruzné srazce koule pondkud deformuje, ale tento proces je vratny. Po
odpruzeni ziskd dopadajici ¢astice svou energii zpét.
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obr. 3.21

X = 2000 — T . (3.56)

Vime, Ze v obou pfipadech bude pohyb probihat po vétvich hyperboly.
Pouzijeme rovnici trajektorie (2.121)

2
4142 +1+ -1
r o 7 (3.57)

© = arccos = arccos —f——,
e 14 2E12
mro?

kde horni znaménko odpovida sile odpudivé, dolni sile pritazlivé.
Asymptoticky polarni thel nyni dostaneme, budeme-li limitovat r — oo:

+1 +1
Qoo = AICCOS —————— = arccos ,
2B 2
Vit ore ¢1+(ﬂ%?é)
odkud )
1
COS Poo = * L tg e = PV

Protoze ¢

I
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wob<
=
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obr. 3.23

Dostavame tedy vysledek

cotg g . (3.58)

Vsimnéte si, ze funkce p(x) je klesajici. To znamend, ze ¢im vétsi srazkovy parametr, ¢im

vétsi vzdalenost v niz ¢astice nabihé, tim méné se bude pri srazce odklanét.

P = D)
my V5

Ve skutecnosti nikdy neexperimentujeme s jednou ¢astici, ale pfi studiu rozptylu vysi-
lame cely svazek ¢astic. Predpoklddejme, ze tento svazek byl zkolimovan a je monoener-
geticky, tj. ze Castice leti po rovnobéznych piimkach stejnou rychlosti. Kromé toho necht
hustota toku castic n, tj. pocet Castic, které proleti za jednotku casu jednotkou priifezu
svazku, je konstantni (obr.3.23).

Pak zavadime dulezitou métitelnou veli¢inu nazyvanou diferencidlni srazkovy prirez
rozptylu a oznacujeme jej do. Je to pomér poctu castic dN, které se rozptyli za jednotku
¢asu v rozmezi uhlid x — (x +dx) k hustoté toku éastic n; tato veli¢ina mé zfejmé rozmér
plochy a miizeme si ji pfedstavovat jako symbolickou plogku teré¢iku. 48 Z obr. 3.23 je
vidét, ze v udaném rozmezi thli se rozptyli pravé ty Castice, které se pohybuji v rozmezi
srdzkového parametru p — (p + dp), tedy vytinaji v prifezu svazku mezikruzi s témito
poloméry. Mame tedy

N
do = a = 27rpdp:27rp‘@‘ dy . (3.59)
n dx

Absolutni hodnota derivace dp/dx byla zvolena proto, abychom dostali kladnou veli-
¢inu do. Obycejné vyjadfujeme do nikoli vzhledem k intervalu thla dy, ale vzhledem k
prostorovému thlu df). Je-li svazek osové symetricky, predstavuje tento element prostoro-
vého thlu rozmezi sméri mezi dvéma kuzeli s vrcholovymi thly x x + dx. Pfitom

dQ) = 27 siny dy .

Urcéime nyni srazkové prurezy izotropniho a Rutherfordova rozptylu.

“8Diferencialni srazkovy prifez mize charakterizovat pravdépodobnost i jak§chkoli dalgich reakci, které
s Casticemi nastanou a ma ve fyzice velmi obecné pouziti.
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Pro izotropni rozptyl méame podle (3.55)

XanX = Loy _ 1o
cosy sing = S ma siny dy = 10 Q.  (3.60)

d,
do = 2w p ‘dp‘dx = 7 a?
X

Vidime, Ze izotropni rozptyl nezavisi na sméru (proto se tak jmenuje), pocet rozptylenych
Castic zavisi jen na velikosti prostorového tthlu. Mohli bychom zintegrovat diferencialni
srézkovy prurez pres plny prostorovy thel a urcit celkovy pocet castic, které se na tvrdé
kuli¢ce rozptyli v pomeéru k hustoté dopadajiciho toku. Integralni srazkovy prafez pak je

1
O':/dO':*a2/dQ:7Ta2. (3.61)
Q 4 Q

Je to tedy prosté prifez kulicky.

vvvvvv

ptylu. Pouzijeme (3.58) a mame

dp « 2 x 1 dx « 2 271 siny dy
daz27r,o’d’dx:27r( 5 > cotg§§ 5y = <2 5 > I =
X my V2, sin” & my V3, sin”®
2
o dQ)
= . 3.62
( 2m, v2, ) sin4§ ( )

To je slavny Rutherforduv vzorec. Aplikujeme-li jej na rozptyl ¢astice alfa o naboji
2e na atomovém jadie o nadboji Ze, dostaneme

2
1 Ze? dQ)
do = = [ 2& . .
77 ( E ) sin? X (3.63)

Jak vidime, rozptyl velmi silné zavisi na tthlu x. Kdybychom se pokusili najit celkovy,
integralni priafez rozptylu, dostali bychom nekoneénou hodnotu. To souvisi s dalekym
ptsobenim sil nepfimo tmérnych prevracenému ctverci vzdalenosti, i pii velmi velkych
hodnotach parametru se c¢astice nepatrné odchyluje. Pak je ovSem tfeba vzit v tvahu
stinici G¢inek ostatnich c¢éstic.

3.3.3 Nepruzné srazky

Pii nepruznych srazkach se ¢ast mechanické (kinetické) energie ¢astic (téles) méni ne-
vratné na jiné formy energie - vnitini tepelnou energii, energii plastické deformace apod.
Dobfe zname takové nepruzné srazky automobilt. Pii srazkach atomt se mtze ¢ast kine-
tické energie pfemeénit na excita¢ni energii atomu, ten muze prejit do vybuzeného stavu a
po ¢ase tuto energii vyzafit v podobé kvanta elektromagnetického zafeni. *° Omezime se

4K tomu je oviem tieba podle kvantové fyziky ur¢ité rezonanéni podminky - energie se miize pohlcovat
jen v energetickych kvantech odpovidajicich vzdalenosti energetickych hladin atomu. Pruzné a nepruzné
srazky atomu lze dobfe studovat pfi tzv. Franckové - Hertzoveé pokusu.
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obr. 3.24

vSak na pfimy raz dvou kouli, ktery miize byt bud dokonale pruzny, ¢asteéné pruzny nebo
dokonale nepruzny.

Narazi-li na sebe dvé koule dokonale pruznym primym razem, budou se deformovat,
na jejich styku vznikne postupné se zvétsujici rovinna ploska az do maximélniho pfiblizeni
stfedl obou kouli. Kinetickd energie se pfitom meéni v energii elastickou, energii konzer-
vativnich pruznych sil. Pak se zac¢nou stfedy kouli opét vzdalovat, elastickd energie se
zane zpétné ménit v kinetickou energii a koule od sebe opét odskodi. 0 Pi takové srazce
nezalezi na poloméru obou kouli; v limité muzeme predpokladat, Ze rovina je koule o ne-
konecném poloméru a studovat pruzné srazky podle dopadu a odrazu malé kulicky na
rovinnou plochu.

Na obr. 3.24 a je zndzornén casovy prubéh sily ptisobici na takovou kulicku pfi do-
konale pruzném razu. Vidime, zZe sila mitici proti sméru dopadu kulicky nejdfive rychle
vzrista a pfi odpruzovani opét klesa, pii cemz tato Casova zavislost je symetricka. Plocha
vyc¢arkované oblasti I je rovna hybnosti ¢astice - pfi pruzném dopadu na rovinu (ocelové
kuli¢ky na sklenénou desku) se hybnost ¢astice zméni na opac¢nou.

Ve skutecnosti raz neni nikdy dokonale pruzny a pfi odrazu kulicka jiz neziska svou
puvodni hybnost (obr. 3.24 b). Pii dokonale nepruzném razu (ocelova kulicka na olovény
plech, rdz dvou kouli z plasteliny) se obé télesa po razu spoji a pohybuji se déle jako jedno
téleso, pfipadné je-li jedno z nich nehybna deska, nedojde k odrazu (obr. 3.24 c).

Stupen pruznosti pfi srdzce udavame tzv. koeficientem restituce k. Je dan podilem
relativnich rychlosti ¢astic po srazce a pred srazkou:

v~ v

k= (3.64)

ve — vy

59Matematicky vypoéet pribéhu tohoto procesu je znam jako tzv. Hertzova kontaktni tloha, kterd se
fedi v teorii pruznosti. Uloha je nazvana podle Heinricha Hertze, na rozdil od Gustava Hertze, ktery je
spoluautortem Franckova - Hertzova pokusu.
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Dopadé-li téleso z vysky h na nehybnou podlozku a po odrazu vystoupi do vysky A/,
muzeme koeficient restituce urcit jako

] h
k=21 =4/— 3.65
- . (3.65)
(rychlosti v1 a v] maji opa¢nd znaménka). Koeficient restituce muzeme také stanovit z
impulst sily pfi pfimém (/1) a zpétném (I3) pohybu télesa (poméru ploch II a I na
obr. 3.24). Po dobu kontaktu maji télesa spole¢nou rychlost v, takze

L = mi(v—v1), Is = mq(vi—v), —I1 = ma(v—1v23), —Io = ma(vh5—v)

a vylouc¢ime-li odtud mi, mo a v, dostaneme

I
k= —=. 3.66
= (3.66)

Hodnotu koeficientu restituce uréujeme ovsem experimentélné (sklo na sklo k = 0,94,
ocel na ocel k = 0,93, slonovina na ocel k = 0,86, pryz na mramor k = 0,82 apod.). Pro
dokonale pruzny raz je £ = 1, pro dokonale nepruzny k£ = 0. Musime mit téz na paméti,

ze koeficient restituce neni konstantni a Ze pfi malych rychlostech narazu se blizi jedné.

Piiklady

3.1 Je dana soustava t¥1 hmotnjch bodd o hmotnostech m; =1 kg, mo = 2 kg a
ms = 3 kg a jejich polohové vektory jako funkce ¢asu:
o= (2t, 4t, 5), o= (t>+2,1,0), 7m=(1, t2+2,0).
Udaje jsou v metrech a sekundach. Uréete vyslednici vnéjsich sil a v¥sledny moment
vnéjsich sil vzhledem k pocatku souradnic.

— -

[F=(4,6, 00N, L=(0,0,2) N

3.2 Dvé lodky pluji proti sobé rovnobéznym smérem. Kdyz se setkaji, vyméni si pytle
s pasovanym zbozim o stejnych hmotnostech m = 50 kg. Nasledkem toho se prvni lodka
zastavi a druhd se pohybuje dél rychlosti v = 8,5 m.s~! v piivodnim sméru. Jaké jsou
rychlosti lodék v; , vy pfed vymeénou pytll, jsou li hmotnosti lodék m; =500 kg,
mg =1 000 kg?

1Tms™t, —9ms!

3.3 Tti lodky stejné hmotnosti M jedou za sebou stejnou rychlosti v. Ze stfedni lodky
byla rychlosti v vzhledem k této lodce vyhozena ve stejnou dobu dvé zavazi téZze hmotnosti
m do predni a zadni lodky. Jaké jsou rychlosti lodék v; , vy, wv3 po prehozeni zavazi?

159



obr. 3.25 obr. 3.26

Mv+m(vtu
1,3 = M) gy = o]

3.4 Granat, ktery byl v klidu, se pfi explozi rozdélil na dvé ¢asti o hmotnostech m a
4m. Cést o hmotnosti m odletéla s kinetickou energii 100 J. Uréete celkovou uvolnénou
kinetickou energii.

[125 J]

3.5 Stiela hmotnosti m =10 g byla vystfelena do dfevéného bloku hmotnosti
M =2 kg leziciho na dfevéné podlozce a uvizla v ném (obr. 3.25). Pfitom jej posunula o
25 cm. Soucinitel smykového tieni bloku o podlozku je f = 0,2. Urcete praci sily tfeni,
rychlost stiely pred narazem a dobu pohybu bloku.

0,985 J, 199 m.s~, 0,505 s

3.6 Balistické kyvadlo. Na obr. 3.26 je balistické kyvadlo tvofené bednickou s piskem
hmotnosti M na zavésu délky [, které se pouziva k urcovani rychlosti st¥ely. Urcete rychlost
stfely hmotnosti m, ktera pfi narazu do balistického kyvadla jej vychyli o thel «, jestlize
a) stfela po narazu v bedniéce uvizne
b) stiela po ndrazu odskoéi zpét rychlosti vg
c) stfela po narazu ztrati rychlost a spadne doli.

[v=2m Dgl(T—cosa), v=2%y/ " —wy, v=8,/ ]

3.7 Stanovte zrychleni a rychlost voziku, ptisobi-li na néj stala vodorovna sila velikosti
F', a je-li na voziku pisek, ktery vypadava otvorem v podlaze. Za jednotku ¢asu se vysype
u pisku. V c¢ase t = 0 byla rychlost voziku rovna nule, hmotnost voziku s piskem M.

F F M
[a = Mo V=1 In —M—ut]
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3.8 Dvé koule o hmotnostech m; =0,5 kg a mo =1 kg pohybujici se proti sobé rych-
lostmi v; = 5m.s™! a vy = 8 m.s~! se nepruzné srazi. Uréete, jak velkd mechanické energie
se pritom pfeméni na energii jiného druhu (tepelnou, akustickou atd).

1,5 J]

3.9 Dvé koule o hmotnostech m; a mgy se pohybuji proti sobé a srazi se. Srazka je
dokonale nepruzna. Pfed srazkou byly kinetické energie kouli v poméru 71 /7> = 20. Za
jaké podminky se budou koule po srazce pohybovat ve sméru pivodniho pohybu druhé
koule?

[mg/ml > 20]

3.10 Dvé koule o hmotnostech m; = 5 kg a ma = 3 kg se pohybuji proti sobé po téze
pfimce rychlostmi v; = 12 cm.s™!, wy = 4 cm.s~! a pfimo na sebe narazi. Uréete jejich
rychlosti po srazce, je-li rdz a) dokonale pruzny, b) dokonale nepruzny.

[a) 6 cm.s™!, 14 cm.s™! ,b) 9 cm.sT!]

3.11 Dvé ocelové kulicky jsou zavéSeny na nitich tak, ze kdyz se dotykaji, jsou jejich
stfedy ve vzdalenosti [ =1 m od bodu zavésu a nité jsou svislé. Hmotnosti kulicek jsou
my1 = 800 g a my = 200 g.

a) Lehéi kulicku vychylime o tihel 90° a pustime. Réz kuli¢ek je dokonale pruzny. Uréete
vysky hy , he, do kterych vystoupi kulicky.

am3l _ (m2—m1)?%l _
W—IGCHI, hg—m—iﬁicm]

[h1 =

Yy,

b) Co se stane, vychylime-li t&zsi kulicku o 90° a pustime?
[Tézsi kulicka vystoupi do vysky 36 cm, mensi opiSe celou kruznici.
c) Pii jakém poméru hmotnosti kulicek budou vysky vystupu obou kuli¢ek po razu stejné?

[3:1]

v vz

3.12 Dvé c¢astice o hmotnostech m1 a mo se nachazeji na ose x, prvni v poc¢atku, druhé
ve vzdalenosti [ od pocéatku. V okamziku ¢ = 0 se zacnou k sobé pfiblizovat ptisobenim
vzajemné konstantni pritazlivé sily F'. Kdy a kde se srazi a jakou rychlosti?

_ 2mimal Vvev e _ 2(m1+m2)Fl
[t = T - v ESt, v =/ FEET ]

3.13 Jak se zméndi situace v pfedchozim pfikladé, budou-li se ¢astice pritahovat gravi-
ta¢nimi silami?

Vv

2k(mi+ma)(l—r1—72) ]
r1+7r2

pujde-li o koule s poloméry ri, 73, srazi se rychlosti v = \/
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4 MECHANIKA TUHEHO
TELESA

4.1 Kinematika tuhého télesa

Dosud jsme se zabyvali mechanikou ¢éstice a soustavy castic. Pokud jsme pouzivali
nazev "téleso”, ztotoziovali jsme ho s ¢astici. Povazovali jsme tedy ¢éastici za urcity hmotny
objekt, ktery se pohybuje jako celek a jehoz pohyb lze popsat zadanim souradnice jednoho
bodu. Nezabyvali jsme se tedy vzadjemnym pohybem cdsti takového télesa.

Ve fyzice nazyvame télesem urcity objem V, v némz je né€jakym zptsobem rozlozena
hmotnost, at jiZz spojité nebo nespojité. Vime, Ze vSechna télesa jsou tvorena molekulami
a atomy, atomy jadry a elektrony atd. Je-li vSak t€leso tvoreno velkym mnozstvim atomii,
miuzeme od jeho nespojité struktury odhlédnout a povazovat rozlozeni hmotnosti v télese
za spojité. Jde tedy o spojitost ve fyzikdlnim smyslu - v sebemensim uvazovaném objemu
spojitého télesa musi byt stale dosti atomid. Nekonecné maly objem tuhého télesa dV
nemtzeme tedy limitovat k nule v matematickém smyslu, ale musime ho chépat jako
dostatecné maly, tak aby uvazované veli¢iny charakterizujici téleso v ném bylo moZno
povazovat za konstantni.

To nam umoziuje zavést pojem hustoty télesa v daném bodé. Zvolime v télese bod
A o soufadnicich z, y, z a obklopime ho myslenym malym objemem AV, v némz je
uzaviena hmotnost Am. Vytvofime nyni posloupnost takovych do sebe vlozenych stale
se zmensujicich objem, které se stahuji kolem bodu A. Pak definujeme hustotu télesa v
daném bodé jako limitu

A
p(e,y,2) = lim < (4.1)

AVS0 AV

Predpokladem ovsSem je, Ze takova limita existuje a nezavisi na tom jakou posloupnost
zmensujicich se objemt vybereme. 51 Hustotu mtiZzeme té7 definovat pomoci celkové hmot-
nosti télesa M integralnim vztahem

M:/Vp(w,y,z)dv. (4.2)

Je-li téleso homogenni, s konstantni hustotou, je jeho hustota prosté

M
= — = konst. 4.3
P=5 ons (4.3)
Hustota ma fyzikilni rozmér [p] = L™3M a méi{ se v jednotkich kg.m™3. U plosnjch

utvari muzeme zavést plosnou hustotu (hmotnost na jednotku plochy) o, u linedrnich
utvari linedrni hustotu (hmotnost na jednotku délky) 7.

*INékdy se hustota zavadi jako derivace p = %= Neni to ovSem korektni, nebof funkce m(V) neni
definovéana.
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obr. 4.1 obr. 4.2

Téleso podle povahy muzeme tedy popisovat bud jako nespojité rozlozeni hmotnosti
(je to vlastné soustava hmotnych bodt v néjakém objemu) a udavat hmotnosti m, a
polohové vektory 7, jednotlivych bodt, nebo jako spojité rozlozeni hmotnosti a udéavat
funkci p (z, y, z). V prvnim ptipadé je celkovd hmotnost M = ij:l Mg, ve druhém
M = [, pdV.

V této kapitole se budeme zabyvat dtlezitym piipadem télesa tuhého. Pojem tuhého
télesa je opét pouhou fyzikalni idealizaci, modelem, a redlnd télesa se mu mohou vice
nebo méné blizit. U tuhého télesa predpokladame, Ze vzadjemné vzdalenosti jeho Casti se
nemohou ménit, tuhé téleso se nemtize deformovat. 52 To oviem podstatné zjednodusuje
popis pohybu takového télesa. Povazujeme-li tuhé téleso za soustavu N hmotnych bodu
v neménnych vzajemnych vzdalenostech, je celkovy pocet stupiiti volnosti tuhého télesa
dan poctem stupnti volnosti téchto bodti zmenseny o pocet nezbytnych vazeb mezi nimi.
Pritom poloha tuhého télesa je dana, zname-li polohu t¥i jeho bodt nelezicich v pfimce -
vime z praxe, ze t€leso staci upevnit ve tfech bodech. Tyto tii body, jsou-li volné, maji
9 stupnt volnosti. ProtoZze jsou vSak vzajemné vazany tfemi neménnymi vzdalenostmi,
bude celkovy pocet stupnil volnosti takového télesa tvofeného tfemi body roven 9 - 3 = 6.
Pripojeni dalsich bodt nebude jiz pocet stupnu volnosti zvétsovat. Kazdy novy bod ma
sice tFi stupné volnosti, ale musi byt upevnén tfemi vazbami.

Mtzeme tedy ocekavat, ze pohyb tuhého télesa bude zaviset na dvanacti integracnich
konstantach a alespon pro izolované tuhé téleso bude mozno najit feSeni jeho pohybu v
kvadraturach. Pohyb tuhého télesa mutze byt zasadné dvoji - translacni a rotacni; kazdy
z nich vyzaduje obecné t¥i stupné volnosti. Translac¢ni pohyb lze popsat jako pohyb jed-
kartézské soustavy S’, v inercidlni kartézské soustavé S (obr. 4.1). Soustava S’ spojend s
télesem nemusi byt obecné inercidlni. Pouze tehdy, nebude-li na téleso pisobit vyslednice

e/

vnéjsich sil, inercidlni bude, a pocatek O’ se bude pohybovat rovnomérné pfimocare.

52V teorii relativity je existence tuhého télesa dokonce principialné vylouéena. Zapisobi-li na jeden konec
takového télesa silovy impuls, musi se tuhé téleso dat do pohybu najednou jako celek. To ovSem znamena,
7e silové plisobeni se musi roz$ifit v objemu télesa nekonecéné rychle, coZ teorie relativity nepfipousti.
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Sledovani transla¢niho pohybu tuhého télesa nam neprinasi nic nového - lze jej popsat
télesa. Pak je vhodné spojit poéatky obou soustav S a S’ v jeden a zajimat se jen o zmény
sméru os soustavy S’ vzhledem k soustavé S. Popis rotace tuhého télesa se pak redukuje
na vzajemny pohyb dvou kartézskych soustav se spoleénym poc¢atkem (obr. 4.2).

Pri takovém pristupu povazujeme jeden bod tuhého télesa za nehybny a jde o rotaci
télesa kolem bodu. Vedle toho miize téleso konat téz zndmou rotaci kolem osy, pfi ¢emz
tato osa muze byt bud pevnd nebo volnd. Kola automobilu rotuji kolem pevné osy (ktera se
vSak premistuje transla¢nim pohybem), zemékoule nebo umélé druzice uvedend do rotace
rotuje kolem volné osy.

Lze ukézat, Ze jakékoli pootoceni kolem bodu lze nahradit pootocenim kolem osy.
Opiseme-li totiz bodu kulovou plochu, pfejdou v dusledku pootoceni néjaké dva body
A, B na povrchu koule v nové dva body A’, B’. Roviny symetrie tisecek AA’, BB’ se
protnou v primce, kterad predstavuje hledanou osu rotace. Pti rotaci kolem této nahradni
osy nebude vsak téleso obecné prochéazet tymiz mezipolohami, jako pri rotaci kolem bodu.
Pujde-li vsak o nekone¢né malé pootoceni, je moZno je vidy povazovat za rotaci kolem
okamZzité osy, jejiz poloha se mize kazdym okamzikem meénit.

Rozlozime nyni obecny okamzity pohyb tuhého télesa na translaci pocatku vztazné
soustavy O’ spojené s t&lesem rychlosti V a pootoceni télesa kolem okamzité osy rotace
prochézejici timto pocatkem thlovou rychlosti Q. Rychlosti jednotlivych bodu tvoficich
téleso v inercialni soustavé S budou podle (2.149) rovny

7=V 4+ Qxi. (4.4)

Vznikad ovSem otézka, jak se zméni tento vysledek, zvolime-li v télese jiny pocatek
vztazné soustavy O”. Necht vektor spojujici tyto dva pocéatky je O'O” = R. Podle (4.4)
bude

T=V + QxR+ Qxi". (4.5)

Pocatek O” vSak neni o nic lepsi nez pocatek O’; zatim jsme ani o zddném z nich
stejny vztah jako (4.4), kde oznac¢ime V* rychlost tohoto poatku v soustavé S a (*
thlovou rychlost rotace vybraného bodu kolem okamzité osy prochéazejici O”:

7=V 4+ O xi. (4.6)

Aby vztahy (4.5) a (4.6) mohly platit pro kazdy bod télesa, musi byt

—

PV 4 OxE, 0 =0 (47)

Odtud mtzeme ucinit dulezity zavér, ze tthlova rychlost O rotace kolem okam#ité osy
je spole¢nd vSem bodum télesa, nezavisi ne volbé bodu jimz osa rotace prochézi a cha-
rakterizuje tedy rotacni pohyb télesa jako celku. Obecny pohyb télesa v kazdém
okamziku muZeme tedy rozlozit na pohyby dva:

1. Je-li VJ_Q, tj. pohybuje-li se téleso transla¢nim pohybem kolmo k ose rotace, lezi

podle (4.4) rychlosti vSech bodi télesa v rovinich kolmych k ose rotace a mizeme vybrat
pocatek O” (polohu osy) tak, aby V* = 0. Potom pohyb pfedstavuje cistou rotaci kolem
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obr. 4.3 obr. 4.4

okamzité osy. Tak pohyb kola automobilu nebo valeni vélce po roviné mizeme popsat
dvojim zpusobem: jako transla¢ni pohyb osy symetrie a soucasné rotace kolem ni nebo
jako cistou rotaci kolem dotekové piimky s rovinou.

2. Ma-li vektor V slozku ve sméru osy rotace, kona téleso navic translacni pohyb podél
osy rotace rychlosti V - Q. To je ptipad smyku automobilového kola.

4.2 Dynamika tuhého télesa

4.2.1 Silova dvojice

Ptlisobi-li na tuhé téleso vne351 sily a jejich momenty, mizeme opét pouzit prvm a
druhou vétu impulsovou. Je-li P hybnost tuhého télesa a L jeho moment hybnosti, FaN
vyslednice vnéjsich sil a vysledny moment hybnosti vnéjsich sil, plati

dP - dL -
E_F’ E_N' (4.8)

P1i uréovani vyslednice vnéjsich sil a vysledného momentu vnéjsich sil musime vsak
uvazit, v kterych bodech télesa tyto sily pisobi. Sily nemuzeme povazovat za volné vektory,
nanejvys za klouzavé (miZzeme je posouvat po piimce jejich ptsobeni). Vnéjsi sily mohou
pritom ovlivnit jak transla¢ni tak rota¢ni pohyb télesa. Muzeme postupovat tak, Ze zvolime
néjaky bod tuhého télesa za ptlisobisté vnéjsich sil, vSechny sily do tohoto bodu pieneseme
a urcime jejich vyslednici. Takové prenaseni sil je na obr. 4.3.

Piiosbi-li sila ﬁa v bodé A, tuhého télesa, miuzeme ji prenést do nového pusobisté A
tak, ze v tomto bodé jakoby umistime dvé stejné proti sobé piisobici sily F,a —ﬁa; tim se
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samoziejmé na usporadani sil nic nezméni. Muzeme vsak nyni mit za to, ze sila Fa plisobi
v bodé A a navic na téleso pusobi dvojice sil Fa, — Fa, jejichz pisobisté spojuje vektor
aq. Takova silova dvojice vyvolava rotaci télesa.

Sec¢teme-li momenty sil této dvojice, dostaneme moment silové dvojice, ktery nezavisi
na volbé pocéatku soustavy souradnic (obr. 4.3):

—

Da:FaXﬁa_FAXﬁ :(FQ_FA)Xﬁa:6QXFa' (49)

Jeho velikost je ziejmé rovna soucinu velikosti sily a ramene silové dvojice, tj. vzdale-
nosti obou piimek, v nichz sily dvojice ptisobi. Pootoci-li se téleso tvaru valce napiiklad
ptisobenim silové dvojice teénych sil o thel ¢, vykona silovd dvojice praci (obr. 4.4)

@ @
=2 / F Rdy = / D dy. (4.10)
0 0

Pusobi-li na tuhé téleso v riznych bodech sily ﬁa, preneseme je popsanym zpusobem do

Yy

jednoho zvoleného bodu (napiiklad té7isté) a najdeme zde vyslednici téchto sil F= Yoo F,.
Dale musime secist momenty vsech silovych dvojic

D= (Ta-Fa)xFa =3 FaxFo—FaxY Fo=N—7xF. (411
[e3% [0

Je-li vyslednice vnéjsich sil nulova Je vysledny moment silovych dvojic pravé roven
vyslednému momentu vnéjsich sil, D= N a nezavisi na poloze bodu A.

Predstavme si nyni tuhé téleso v homogennim tihovém poli. Vyslednice rovnobéznych
tithovych sil, které ptisobi v jednotlivych bodech télesa, bude zfejmé

=S maj = Mg
«

Vysledny moment vnéjsich sil bude

S ma(Fax§) = <§ajma 7) X § sz;:a «F—RxF, (412

Mvoe N

vvvvvvvv

definovana bez ohledu na vnéjsi pole, pouze na zakladé rozlozeni hmoty v télese. Bude-li
téleso v nehomogennim tihovém poli (napfiklad velmi rozmérné téleso v zemském tihovém
poli), nelze uz obecné tvrdit, Ze vysledna tihova sila ptisobi v hmotném stiedu (tézisti).

4.2.2 Tenzor momentu setrvacnosti
Necht se tuhé téleso tvorené hmotnymi body m, pohybuje tak, ze pocatek vztazné

soustavy spojené s télesem se pohybuje obecnou rychlosti ‘7(75) a téleso kona rotaci obecnou
thlovou rychlosti ©(t). Potom jeho kineticka energie bude

1 = 1 — -
= 52 Mala = 5> ma (V4 Oxrg)? =
« «
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1 - = 1 ~
:§Mv2+v.9xzmaﬂa+§Zma(9xf'a)2. (4.13)
Potom bude druhy ¢len na pravé strané (4.13) roven nule a mame

—

1 1
T:§MV2—|—§%:ma(Qxf’a)2:Tp+Tr. (4.14)

Kinetickou energii tak mﬁieme rozdélit v souladu S K'c‘)nigovou vétou na kinetickou energii

Vv oe

Upravime nyni vyraz pro rotacni kinetickou energii s pomoci Lagrangeovy identity
(M.64), z niz plyne
(dxb)? = a’* — (a-b)?

Tak dostaneme

T, = 5 Soma (72 =§Zmamzr£— CREARIE

« e}

N)\)—t

Y e P2 - (D) T (4.15)

Podobné upravime vyraz pro moment hybnosti tuhého télesa s pouzitim véty o dvo-
jitém vektorovém soucinu (M.63). ProtoZe se zajimadme pouze o rotaci télesa, mizeme
ztotoznit pocatky soustav soutadnic O, O’ a mame

Fo = 7o, Ty =0, Ty = QA xF
Potom moment hybnosti télesa bude

Zmaraxva—z:mar x (Qx) Zma (720 — (Q - 7)) 7 ]. (4.16)

Porovnanim (4.15) a (4.16) zjistime, Ze mezi kinetickou energii rota¢niho pohybu a
momentem hybnosti plati vztah

T.=-L- 0. (4.17)

DN | =

Upravime nyni vyraz pro moment hybnosti (4.16) dale. Pfejdeme pritom ke slozkovému
vyjadfeni a budeme pouzivat Einsteinovo sumacni pravidlo (M.39). Potom

Li = ) ma (i @y w0y — D Top Toi ) - (4.18)
o

V tomto vyrazu probiha s¢itani pres vSechny elementy tuhého télesa, ale slozky  se tohoto
s¢itani neztcastni. Bylo by proto vhodné vytknout tyto slozky pfed celou sumu. Protoze
zde vsak vystupuje jednak slozka €2; a jednak €2, vyuZijeme vlastnosti Kroneckerova
symbolu d;:
= Zma (ir Ty Ty — Dk Ty Top ) - (4.19)
o

163



Nyni mtzeme slozku €2 vytknout a psat
Li = Qi > ma (@ @i O — Thy Thy, ) - (4.20)
6%

Mvoe N

L = Zma (o Toj Oik — Toi Tk ) - (4.21)
@
Je-li hmota v télese rozlozena spojité, mame misto (4.21) integral
Ly = /V p (zh ol o — aixy ) dV . (4.22)
Pomoci tenzoru setrvacnosti miizeme vyjadiit slozky momentu hybnosti télesa a jeho

rotacéni kinetickou energii jako

1
Li = 1Lk Qk s Tr = 5 ik Qz Qk . (4.23)

ZapiSeme tenzor setrvacnosti v podobé matice; v dalsim budeme vynechavat ¢arkovani
soufadnic.

Za Ma (yg =+ Zg{) - Za Malala - Za MaTaza
L, = —> 0 YaTa SaMma(2 +22) =3, MaYaza . (4.24)
= a MaZaTa —YaMaTaYa Do Ma (353 + yg)

Je-li hmota v télese rozdélena spojité, bude tenzor setrvacnosti

fop@P+22)dv [y prydV —Jy pxzdV
Ly = | —JypyzdV [, p@®+2%)dV [, pyzdV/ | .  (425)
—Jy pzadV —Jy pzydv [, p@@*+y?) dV

Tenzor momentu setrvacnosti je symetricky, jak se snadno presvéd¢ime. Nyni se ndm
hodi poznatky o vlastnostech symetrickych tenzort, které jsme nacerpali ve tfetim odstavci
kapitoly Matematicky aparat. Pfedevsim vime, Ze symetrické tenzory lze diagonalizovat,
tj. najit takové sméry os souiadnic, ze tenzor setrvacnosti bude mit v téchto osach tvar

I 0 0 v p W+ 2% av 0 0

I =1 0 I, 0 | = 0 [V p(x?+2%)dv 0
0 0 I3 0 0 fv pl@®+y?) av
(4.26)
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Velic¢iny I, Io, I3 se nazyvaji hlavni momenty setrvacnosti a takto zvolené osy hlavni

A4

Vv e

tenzoru momentu setrvacnosti I, ¢ # k nazyvame deviacni momenty.

Dale vime, Ze symetricky tenzor je mozno geometricky vyjasrit stfedovou kvadrikou,
kvadratickou plochou, kterd je invariantni, s télesem jakoby pevné spojena. Rovnici této
kvadriky pro tenzor setrvacnosti mizeme napsat v kanonickém tvaru jako

Lo + Ly + 322 =1. (4.27)

Jednicka na pravé strané méa ovsem prislusny fyzikalni rozmér. Protoze vSechny tfi hlavni
momenty setrvacnosti jsou kladné a konecné, lezi body této kvadriky v kone¢nu. Takovou
kvadrikou je elipsoid, fikdme mu elipsoid setrvacnosti. Elipsoid setrvacnosti plné urcuje
tenzor setrvacnosti a tim i rotac¢ni vlastnosti télesa, jeho moment hybnosti, kinetickou ener-
gii rotacniho pohybu atd. Tato skutecnost si zaslouzi zvlastni pozornosti - u libovolného
setrvacnosti, abychom vystihli vsechny mozné rotace takového télesa. Bude-li tedy napri-
klad rotovat uméla druzice s riznymi nepravidelnymi vystupky a anténami nebo baletka ¢i
krasobruslarka, lze tato télesa, alespon z hlediska rotace, nahradit krasnou a jednoduchou
symetrickou geometrickou plochou jakou je trojosy elipsoid!!

V hlavnich osach setrvacnosti bude moment hybnosti télesa a jeho rotac¢ni kineticka
energie (4.23)

Ly, =5L%Q, Ly=151%Q,, L =1I13Q,

T, = - (L + L + I302). (4.28)

1
2
Ptejme se nyni, jak urc¢it moment setrvacnosti télesa, které rotuje kolem osy prochaze-
momentem setrvac¢nosti I pfitom rozumime veli¢inu, kterd souvisi s momentem hybnosti
a kinetickou energii rota¢niho pohybu vztahy
. . 1.,
L=1Q, TT:§IQ. (4.29)
Zname-li hlavni momenty setrvacnosti télesa, uréime moment setrvacnosti vzhledem k
dané ose prosté jako
I =5Lnl+ Inl + I3n?, (4.30)

jak vyplyva z (4.23). Hlavni momenty setrvacnosti tedy odpovidaji kinetické energii rotace
kolem hlavnich os setrvacnosti.

Zname-li elipsoid setrvac¢nosti, muzeme stanovit moment setrvac¢nosti vzhledem k li-
z rovnice elipsoidu plyne, ze I;, Is, I3 jsou prevracenymi ¢tverci odpovidajicich poloos
elipsoidu. Mifi-li osa rotace smérem 77, mame

1
(Il 1'2 —i—Ig y2 +Ig Z2) = —, (431)

I=nhng+ Lng+ Izn? = >

v
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Steinerova véta
Casto byva vyhodné a nutné uréovat moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose, ktera ne-

v ew

vvvvvvvv

O’ lezicim v t&zisti k novému pocatku O” mimo t&zisté; necht vektor vedeny z poéatku O’
k O” jest R. Potom pro moment setrvacnosti vzhledem k ose prochdzejici novym pocatkem
(a rovnobézné s ptivodni osou) mame

k= Zma (ﬁgj xgj 5ik—95gn; %k) =
=Y ma[ (2; —Rj) (@l —Rj) 6 — (@ — Ri) (aly,— R )] =

= Zma xgj xgj di. — 2R; Zma xg‘j + R; Rjo Zma —
o o

«

/ / / /
- Zma Toi Top + R Zma Tor + Ry Zma Ty — I Ry Zma.
« e} «

o

V tézistové soustavé druhy, paty a Sesty ¢len tohoto vyrazu jsou rovny nule, takze zbyva

e :Zma(x/ajx/aj(si — Toi Tor ) + M (R Rj 0y — Ri Ry ).

Podle Steinerovy véty je tedy vztah mezi momenty setrvacnosti I a I*
= L + M (Rj Rj 6y, — Ry R ) . (4.32)

V praxi se ovSem setkavame s jednodussi podobou Steinerovy véty. Rotuje-li téleso
napiiklad kolem osy z prochézejici tézistém a posune-li se tato osa rovnobézné o vzdalenost
a, pujde pouze o transformaci slozky momentu setrvacnosti I = I33. Potom bude

I =T+ M(R+R:+R:—-R) =1+ M(R} + R = Md>.

Uloha (Momenty setrvacnosti symetrickych téles)
Urcime hlavni momenty setrvacnosti nejcastéji se vyskytujicich symetrickych téles:
Rotator

Pod rotatorem rozumime dva hmotné body o stejné hmotnosti m pevné spojené ne-
hmotnou tyc¢kou délky I (”¢inku”). V kvantové mechanice se podobné chovaji dvouatomové
molekuly tvorené stejnymi atomy. Podle obr. 4.5 umistime rotator ve sméru osy z s tézis-
tém v pocatku.

Podle definice hlavnich momenti setrva¢nosti

l

2
I, = I, = 2m (2) zimZZ, I3 = 0.
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obr. 4.5 obr. 4.6

Dvouatomova molekula

Jsou-li hmotné body tvorici ”¢inku” nestejné hmotnosti m1, me, vznikne téleso, které
je obdobou dvouatomové molekuly tvofené riznymi atomy (napi. HCl). Umistime je opét

Ve

plati jak vime

mao { mi l
21 = ) 2 = - .
mi + ma my1 + mo
Potom mam
1mM2
11212=—l2=mrl2,
mi + ms

kde m, je redukovand hmotnost.
Obruc

Obru¢ hmotnosti M a poloméru R umistime v roviné x, y s osou symetrie z (obr.
4.7).

Moment setrvacnosti vzhledem k ose z urc¢ime snadno, uvazime-li, Zze vSechna hmota
obruce je rozlozena ve vzdalenosti R od osy rotace:

13:/ p(x2+y2)dV:/ pR2dV:R2/ pdV = M R?.
14 Vv Vv

Pokud jde o momenty I, I, budou stejné. Je vyhodné pocitat jejich soucet a pak jej
délit dvéma:

1 1 1 1
L =1 = -(L+Dh) = —/ p (2422422422 ) dvV = —/ pR*dV = - M R*.
2 2 Jv 2 Jv 2

Moment setrvacnosti kolem hlavnich os lezicich v roviné obruce je tedy polovi¢éni vzhledem
k momentu setrvacnosti kolem osy symetrie a tato rotace je nestabilni. Volné visici obruc
roztoCend kolem této osy mé snahu prejit do rotace kolem osy symetrie, tj. rotovat ve
vodorovné poloze.
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obr. 4.7 obr. 4.8

v

Tyé

Snadno ur¢ime momenty setrvacnosti tenké homogenni tyce délky [ a hmotnosti M
rozlozené s linearni hustotou 7, umisténé ve sméru osy z (obr. 4.8):

L = I —/l/2 7'z2alz—i7'l3—iMl2
R T 12 T 12 ‘

Kvadr

(obr. 4.9). Trojnasobnou integraci v kartézskych souradnlclch dostavame

a/2  rb/2  prc/2
=/p(y2+z / / / p (y*+2%) dedydz =
\% a/2J—b/2J—c/2
b/2 /2 b/2 3
=y dx/ / y? dz + 2dz | = p dw/ - | =
—a/2 b/2 —c/2 —c/2 —a/2 12

a/2 cb® b b2 + c? 1 9 9
_p/_a/2dm<ﬁ+ﬁ>—pabc 12 —EM(b+c).

z, Yy, =

Podobné 1 1
_ = 2, 2 _ 2, 12
I2—12M(a-|—c), I3 12M(a +b°).
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obr. 4.9

obr. 4.10

Valec

U vélce (obr. 4.10) je vyhodné pouzit cylindrickych soufadnic. Pro hlavni moment
vzhledem k ose rotacni symetrie mame

R 21 [ h/2 R
I3:/pr2dV:p// / r2rdrdg0dz:27rhp/ r3dr =
1% o Jo J-ns2 0

_ 1 o 1 2
—2p7th —2MR.

Ve vyrazu nevystupuje vyska valce, takze ho Ize pouzit i na pfipad tenké kruhové desky.
Pro osy rotace kolmé k ose valce vyuzijeme opét symetrie valce a urcime

1 1
ho=l=50h+h) =5 [+ +2:2)av =

1
= — <p/r3drd<pdz+2p/22rdrdg0dz> =
2 1% 1%

1 1 RZ p3 1 h2
SMR+ —202r — — =-M Ty .
g ME + 52027 5 15 = (R+3

Valcova slupka

Pro tenkosténny duty valec (valcovou slupku) je r = R = konst a ozna¢ime-li plosnou
hustotu jako o, dostaneme

I; = M R? jako obruc
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obr. 4.11

obr. 4.12

(J/R3d<,0dz+2a/z2Rdgodz> =
S S
M

h2
2 —
(R+6).

o= Nl

Kuzel

Vv

ale do vrcholu kuzele (obr. 4.11).

Rovnice povrchové pfimky kuzele je vzhledem k tomuto pocatku z
moment I3 se pri tomto posunuti po¢atku nezmeéni, takze mame

R 27 rh
Igz/przrdrdgodz=p// / 3 dr dp dz =
1% o Jo Jw/r

R h R' R R' 3
2 Sl h=—=r)dr=2nhp | ———% | =2rhp==—-MR.
“’/or< RT> T p<4 5R> Thray = ME

Pokud jde o momenty setrvacnosti kolem osy kolmé k ose kuzele, bude vyhodné najit
moment kolem osy prochézejici vrcholem kuZele a pak pomoci Steinerovy véty prejit k

h ,
=5 Hlavni

1 1
=5 =5 Ti+5) = 5p [ (P42 +2:2) dV =
1%



1
= = (p/r?’drdgodz+2p/z2rdrdcpdz> = iM(1%2+4h2).
2 1% v 20

Hlavni momenty setrvacnosti I;, Iy pak budou

9 3 h?
Ilzlgzlf—thQ:mM<R2+4>.

Koule

Vsechny tii hlavni momenty setrvacnosti koule jsou zfejmé stejné (obr. 4.12). Pouzijeme-
li sférickych souradnic, dostaneme
1

I =
3

p / r? r? sin® dr df dp =
v

W N

2
(h+ I+ 13) = 3P /V(:U2+y2+22)dv =

2 R 2 R® 2
= dQ Ydr = Zpdar — = S M R?.
3”/9 /OT T T3P T 5

171



Kulova slupka

Pro tenkosténnou dutou kouli (kulovou slupku) s plosnou hustotou ¢ mame

2 2 2 2
I=: RQdS:fR4/dQ:74R4:fMR2.
3“/5 37 0 37 3

Elipsoid

Homogenni trojosy elipsoid mé vsechny tii hlavni momenty setrvacnosti rtizné. Jejich
vypocet lze usnadnit, provedeme-li substituci x = a&, y =bn, z = c(, kde a, b, ¢ jsou
poloosy elipsoidu. V nov§ch proménnjch ma povrch elipsoidu rovnici €2 4+ 1% + ¢2 = 1,
tedy predstavuje kouli £ jednotkového poloméru. Pro moment /; mame

I =p /V(y2+z2) dV = pabc /V(b2n2+c2<2)dvk.

k

Integraly funkci n? a (2 pies objem jednotkové koule uréime snadno jako

1 1 4rw
[oraio= [ ¢an=g [(Eareyan =5 T
a protoze objem elipsoidu je V = %mzbc, dostavame
1

I = 5M(b2+02).

Druhé dva momenty dostaneme cyklickou zaménou a, b, c.

4.2.3 Pohybové rovnice tuhého télesa

Protoze tuhé téleso predstavuje soustavu mnoha ¢astic, byt pevné vazanych, miZzeme
jeho pohyb Fesit pomoci prvni a druhé véty impulsové (4.8). Tyto rovnice lze dobie pouzit
zejména tehdy, rotuje-li téleso kolem osy, kterd nemeéni sviij smér. Pfitom je jedno, je-li
osa upevnéna v loziscich (rumpdl, kolo na hiideli) nebo zda se rovnobézné posouvéa. To je
ptipad valeni kola nebo vélce po roviné, vodorovné nebo svislé, pohyb hracky znamé jako
jojo, pohyb fyzického kyvadla apod.

Na obr. 4.13 je krasny jednoduchy pokus demonstrujici i¢inek momentu sily na pohyb
télesa. Na civce, kterd se miize valit po vodorovné roviné, je navinuta nit. Tahneme-
li niti, kterd svird s rovinou maly thel, bude se nit navijet a civka k nam pfiblizovat.
Tahneme-li pod velkym thlem, bude se nit odvijet a téleso se bude vzdalovat. Existuje
hrani¢ni thel, kdy sila pravé protind okamzitou osu rotace a neptisobi momentem. Pak
civka nemuze rotovat, a budeme-li tdhnout, bude se smykat po roviné. Nazorné jsou tyto
ptipady ukézany na obr. 4.15.

Je-li moment setrvacnosti vzhledem k ose rotace prochazejici tézistém roven I, mizeme
pohybové rovnice upravit na

dv s}

M- = F I = N. 4.33
dt ’ dt ( )



obr. 4.13 obr. 4.14

obr. 4.15
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Uloha (Valeni téles na naklonéné roving)

Pouziti téchto rovnic 1ze dobfe ukazat na tloze o valeni téles na naklonéné roviné (obr.
4.14). Jde-1i o drsnou rovinu, po niz se téleso vali bez prokluzovani, ptsobi na téleso dvé

Yy

Vv ew

M % = M g sina — F;. (4.34)

Rotaci vyvolava silova dvojice o velikosti F; R, kde F; je velikost sily tfeni a R vzdalenost

Vv ew

1= =RFE. (4.35)

Pfitom ziejmé V = R Q. Z rovnic (4.34), (4.35) vylouc¢ime neznamou silu tfeni a dostaneme

ds)
(I+MR2)E:RMgsina. (4.36)
Tuto rovnici vSak mtizeme chapat tak, ze téleso kond cisté rotacni pohyb kolem okamzité
osy rotace (pfimky doteku), vzhledem k niz ma moment setrvacnosti I* = I + M R2.
Dosadime nyni za I moment setrvacnosti konkretniho télesa. Jde-li o valec, méme

I =1MR? a tedy

3 ds}
§MR2% = RM g sina.
Valec se bude valit po naklonéné roviné s postupnym zrychlenim
dQ) 2
a:RE = ggsina, (4.37)

které nezavisi na jeho poloméru. Stejné tak zjistime, ze duty valec se bude valit se zrych-
lenim a = %g sin «, koule a = %g sin «, duté koule a = %g sin a atd. Pfipomenme, Ze po
idealné hladké rovin€ by se téleso smykalo se zrychlenim a = gsin a.

Ponékud jina situace nastava, neudrzuje-li osa rotace staly smér, rotuje-li téleso napii-
klad kolem bodu obecnym zptisobem. Pritom okamzité osa rotace télesa mize ménit sviij
smér, a to jak v prostoru, tak v télese, tj. vzhledem k soustavé souradnic pevné spjaté
s télesem. To ovSem znamena, Ze v kazdém okamziku téleso rotuje s jinym momentem se-
trvacnosti a pak nemuzeme dost dobfe pouzit pohybové rovnice (4.33). Vznika tak Glloha
o pohybu setrvaéniku, kterou se zabyval L. Euler. Euler zformuloval setrva¢nikové
rovnice, které popisuji zménu vektoru thlové rychlosti télesa v soustavé souiadnic spoje-
nych s télesem, tj. se soufadnymi osami ve sméru hlavnich os setrvacnosti télesa. Pritom
predpoklddame, Ze jeden bod télesa je pevny a zvolime ho za spoleény pocatek soustav
soufadnic O = O'.
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Vyjdeme opét z druhé véty impulsové a pietransformujeme ji do soustavy S’. Vime,
ze zména né&jakého vektoru v soustavé S a v soustavé S’ souvisi vztahem (2.148). Z druhé
véty impulsové tak dostaneme

daL  dL 4 - &
— = — QxL = N. 4.38
dt dt + ( )

Rozepiseme-li tuto rovnici do slozek a vezmeme-li v Gvahu, ze

dat  dt’
dostaneme JL (L)
i Qx ) = L \Tik3k) Ox L) =
ﬁ+<x% dt + (2x L)
d'Qy dSy,
= I —F b e UL = Iy —F 4 e W L Q = N;
ik~ + €kl 2 Ly ik~ + cint Y2 115 825 )

kde e;x; je Levi-Civituv tenzor (viz M.58). Souhrnné tedy mizeme zapsat Eulerovy setr-
vacnikové rovnice

dQ
Jpﬁ+%%mmzm. (4.39)

V hlavnich oséach setrvacnosti tedy

ds
Ilditl + (Is3—1) Qe Q3 = Ny
dS)
127; + (L —13)Q3 0 = N
a2
137;+(12—I1)9192:N3. (4.40)

~evs
Vv

Pohyb setrvacnikti pak zavisi na jejich symetrii. V nejsymetrictéjsim piipadé méa se-
trvacnik vSechny tii hlavni momenty setrvacnosti stejné, I; = I, = I3 = I. Rikdme mu
kulovy setrvacnik, nebot jeho elipsoid setrvac¢nosti pfechazi v kulovou plochu. Pfitom ku-
lovym setrva¢nikem je napiiklad i krychle!

Pro volny kulovy setrvacnik se Eulerovy rovnice zjednodussi na

— =, (4.41)

a tedy
QO = konst . (4.42)
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obr. 4.16

Volny kulovy setrvacénik miize byt bud’ v klidu nebo miize konat rovnomér-

nou rotaci kolem nékteré z os prochazejicich tézistém. V tomto tvrzeni je mozno
spatfovat urcité zobecnéni zédkona setrvacnosti na rotacni pohyb.

Méjme nyni volny setrvacnik, ktery mé jen dva hlavni momenty setrvacnosti stejné,
11 = I # I3. Takovému setrvacniku fikdme symetricky. Ze setrvacnikovych rovnic pro néj

plyne
dQl ng dQ3

W—wp 2 W—_wpg].) EZO’ (4‘43)

kde 51
wp = 11—13 Qs (4.44)

se nazyva thlovd rychlost precese v telese. Odtud plyne, Ze 23 = konst, téleso kona rotacni
pohyb s konstantni thlovou rychlosti kolem osy z’. Kromé toho vsak se méni v éase slozky
thlové rychlosti ;1 a Q.
Ze setrvacnikovych rovnic pro tyto slozky dostaneme
d%y

W+w§91:o.

Tuto rovnici vyfeSime obvyklym zptisobem a pak z prvni setrvacnikové rovnice uréime i
Qo

Q1 = Asin(wyt+a), Q = Acos(wyt+a), QF + Q3 = A? = konst . (4.45)

Slozka ihlové rychlosti v roviné 2/, 3’ tedy kona rovnomérny kruhovy pohyb thlovou
rychlosti (4.44) a zachovava si svou velikost. To je mozné tak, ze vektor tthlové rychlosti
opisuje plast kruhového pfimého kuzele (obr. 4.16). Tomuto pohybu se fika precese osy
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rotace v télese a opisovany kuzel byl nazvan feckym slovem polhodiovy. ®°

Za takovy volny symetricky setrvacnik mizeme pfiblizné povazovat nasi Zemi, bereme-li jeji tvar jako
tvar rota¢niho elipsoidu. Jeho poloosy maji délky 6 378 km a 6 357 km ®* a uré¢ime-li odtud jeji hlavni
momenty setrvacnosti, dostaneme thlovou rychlost precese v télese

Q3
— 0,0033 Q3 ~ —22
“p ’ * ¥ 300

To znamena, Ze osa zemské rotace opisuje kuzelovou plochu s uvedenou uhlovou rychlosti, tedy s pe-
riodou 10 mésictl, kolem osy geodynamické symetrie. Tato precese probihd v opa¢ném smyslu nez zemska
rotace (znaménko minus!). *®. Kinematicky pdl Zemé pfitom opisuje malou kruznici kolem geodynamic-
kého pélu (tzv. Eulerova kruznice). Ve skutecnosti se ukazuje, ze perioda této precese je o néco delsi, asi
14 mésict, vzhledem k tomu, ze Zemé neni dokonale tuhym télesem. Kruznice s touto periodou se nazyva

Chandlerova.

Polozme si nyni otazku, za jakych podminek bude téleso rovnomérné rotovat kolem
volné osy. V praxi muze jit napfiklad o umélou druZici obecného tvaru, kterou chceme
z dtivodu stabilizace uvést do rotace. Na volnou osu pfitom nesmi plisobit zadné sily ani
momenty sil. Pocatek soustavy souradnic spojené s télesem mizeme zvolit na volné ose,

Vv

puisobit setrvacné sily 56

—

F=-M[ex7 +0Ox(Ox7)+20x7].

Eulerova sila bude nulova, bude-li ¢ = 0, rotace bude rovnomérna. Odstrediva sila bude
rovna nule, budou-li vektory Qar rovnobézné, tj. bude-li osa rotace prochézet tézistém.
Coriolisova sila se neuplatni, protoze body na ose rotace musi byt vici télesu v klidu.
Zbyvéa jesté vysettit vliv momenttt vnéjsich sil. Je-li jedinou nenulovou slozkou vektoru
uhlové rychlosti €23, dostaneme ze setrvacnikovych rovnic (4.39)

dQs3
I3 Tl Iy QF = Ny
dSls
I3 e + Ii3 Qg = Ny
Q3
I3 — = Nj.
83 3

Jsou-li nyni momenty vnéjsich sil nulové, bude predevsim ze tfeti rovnice {23 = konst. Déale
musi platit
—I Qi =0, I30:=0.

53Recky polos = pdl, hodos = cesta

54Ve skuteénosti je vzhledem k nerovnomérnému rozlozeni kontinentt Zemsé elipsoid trojosy a jeji presny
tvar a rozlozeni hmotnosti v ni jsou stale pfedmétem vyzkumu.

55Mluvime o geodynamické symetrii, protoze hlavni osa setrvaénosti je dana nejen geometrickym tvarem,
ale i rozlozenim hmoty v télese. Kdyby Zemé byla homogennim télesem, jeji geodynamicka osa by byla
totozna s osou geometrickou.

56Pasobeni pravych vné&jsich sil na t&zisté neuvazujeme, nebot to vyvolava pohyb télesa jako celku a
neovliviiuje rotaci.
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Devia¢ni momenty vzhledem k volné ose rotace musi byt tedu nulové.

Mizeme tedy shrnout: Téleso libovolného tvaru a rozlozeni hmotnosti miize byt uve-
deno do stavu rotace kolem volné osy za predpokladii, ze
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1. Volna osa bude prochazet tézistém
2. Volna osa bude jednou z hlavnich os setrvac¢nosti
3. Rotace bude rovnomérna.

Zbyva jesté otazka. zda takova rotace bude stabilni, tj. zda pifi malém vychyleni
volné osy se tato bude vracet do ptivodni polohy. V teoretické mechanice se dokazuje, Ze
u téles, ktera maji vsechny t¥i hlavni momenty setrvacnosti rtizné, bude mozna stabilni
rotace pouze kolem osy s nejvétsim a nejmensim momentem setrvacnosti. U
symetrickych téles, kterd maji dva hlavni momenty setrvacnosti stejné, nastane stabilni
rotace pouze kolem osy s vétsim momentem setrvaénosti. Téleso bude mit snahu
rozmistit hmotu co nejdale od osy rotace.

Tento zajimavy jev miZeme pozorovat pri rotaci valce. Roztoc¢ime-li jej kolem osy jeho
symetrie, bude zalezet na pomeéru jeho vysky a poloméru podstavy. Vysoky, podlouhly
valec nebude rotovat stabilné, ale bude se snazit piejit do rotace v roviné kolmé k ose. ®7
Nizky, kratky valec (kotouc) stabilné rotovat bude. Ziejmé existuje uréity pomér vysky a
poloméru podstavy, kdy se valec stane kulovym setrvacnikem a pak bude rotovat stabilné

Mvoe N

4.2.4 Fyzické kyvadlo

Dulezitym pfipadem rotace télesa kolem (pevné) osy je pohyb fyzického kyvadla. Pod
benim tihy kyvat kolem osy daného sméru. Vzhledem k tomu, zZe matematické kyvadlo, o
némz jsme mluvili v kap. 2 je pouze urcitou idealizaci a realna kyvadla jsou vzdy fyzicka,
je tfeba odvodit vztahy, které plati pro kyvani kyvadla fyzického. Fyzické kyvadlo je dule-
zitym néastrojem fyzikl, zejména k métreni tihového zrychleni a jeho slozek, slapovych sil,
uplatiiuje se v gravimetrii, seismografii i jinde.

Ve

Vv

Omezime-li se ze znamych duvodi na malé kyvy, mizeme zapsat energii fyzického kyvadla
jako

1 1 1
E = §M 2p? + 3 (I cos>a+1Iy cos? B+ I3 cos?vy ) ¢ + §Mglcp2. (4.46)

To je ovSsem energie harmonického oscilatoru s periodou

T - o \/Ml2+Ilcos2a+1260526+lgcos2*y. (4.47)

Mgl

Obycejné vsak nastava jednodussi situace, kdy jedna z hlavnich os setrvacnosti je
rovnobézna s osou rotace a druhé dvé k ni kolmé: o = 7/2, f = 7/2, v = 0. Necht

Vv e

57Vzpomenime na pohyb akrobatky, ktera zaéne rotovat ve svislé poloze.
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obr. 4.17 obr. 4.18

obr. 4.19

vzhledem k ose rotace podle Steinerovy véty I* = I + MI2. Pak se perioda zjednodussi na

M2+ ] I
maki LR Y 4.4
Mgl ™\ Mgl (4.48)

Redukovanou délkou fyzického kyvadla [, nazyvame délku matematického kyvadla,
které kyve s touz periodou. Je ziejmé

MPE+I I
b= T = (4.49)

Na obr. 4.19 je znazornéna zavislost ¢tverce periody na vzdalenosti [, tedy funkce
(M P+1 )/Mgl. Je z ného patrno, ze bude-li kyvadlo zavéSeno pfili§ blizko nebo pfilis

Ve
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Vv e

I Iy
L. = 4 — == 4.50
mwn M 2 b ( )
tedy pravé polovina redukované délky. Redukovanou délku kyvadla mtzeme tedy urcit
jako dvojnasobek délky [,,;,. Minimalni doba kyvu pak je

47
Mg?

4
Tmin =

(4.51)

Funkce na obr. 4.19 je ovSem sudd a obé€ casti této funkce jsou vzdaleny pravé o
redukovanou délku. Vidime, Ze pro danou periodu T > T}, existuji pravé ¢tyri zptisoby

Ve

Vv

vzdélenost téchto os rovna redukované délce. Takové dvé osy se nazyvaji sdruZene.

Vyhledéavéani sdruzenych os se provadi pomoci reverzniho kyvadla (obr. 4.18). Reverzni
kyvadlo je kovova ty¢ s dvéma rovnobéznymi osami otéceni, které jsou realizovany dvéma
trojbokymi hranoly obracenymi ostfim proti sobé.Po tyc¢i se mize pohybovat zavazi, jehoz
Najdeme-li takovou polohu zéavazi, aby kyvadlo kyvalo kolem obou os se stejnou periodou,
predstavuje jejich vzdalenost redukovanou délku kyvadla. Pak mtizeme z této periody urcit
napiiklad tihové zrychleni ze vztahu

g = = (4.52)

4.3 Setrvacniky

Shrneme nyni poznatky o pohybu setrvaénikii, tedy o obecné rotaci tuhého télesa kolem
daného bodu. Vime, ze okamzita osa rotace muze pfitom ménit sviij smér jak v prostoru,
tak v télese. Budeme opét pouzivat dvou vztaznych soustav S, S’, jedné inercidlni a druhé
spojené s rotujicim télesem, pfi ¢emz obé budou mit tyZ pocatek. Pripomeneme, Ze setr-
vacnik podle symetrie mtize byt

1. kulovy - I1 = Iy = I3, elipsoid setrvacnosti je kulova plocha

2. symetricky - I; = I» # I3, elipsoid setrvacnosti je rotacni

3. asymetricky - vSechny t¥i hlavni momenty setrvacnosti rizné, elipsoid setrvac¢nosti
je trojosy

4. rotator - Iy = I, I3 = 0, elipsoid setrvac¢nosti degeneruje v kruZnici.
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Podle toho, zda na setrvacnik piisobi momenty vnéjsich sil, rozeznavame setrvacnik
volny a téZzky. Volny setrvacnik je bezmomentovy, pod tézZkym setrvaénikem rozumime
pohyb setrva¢niku v tihovém poli.

Zatimco tloha o volném setrvaéniku je fesitelna analyticky (”v kvadraturdch”) za po-
uziti zakonu zachovani momentu hybnosti a energie, tiloha o tézkém setrvacniku muze byt
vyTesSena jen v nékterych specidlnich pripadech. Jsou to:

Vv e

Vv

c) Uloha Kovalevské - specialni piipad pohybu symetrického setrvaéniku, ktery ma
I, = I, = 2I3 a pevny bod v roviné 7/, /.

Nejdfive se budeme zabyvat volnym setrvacnikem. Jde-li o setrva¢nik kulovy nebo
rotator, je iloha snadné. Plati totiz

L = I = konst, odkud € = konst. (4.53)

Volny kulovy setrvacénik muze tedy byt v klidu nebo vykonavat ¢isté rota¢ni rovno-

Vv

pohyb kolem osy kolmé k piimce rotatoru. Rotatorem mize byt ¢inka, tenka tyc apod.

Méjme nyni volny symetricky setrvacnik (obr. 4.20). Plati
L1 = 1 Q, Ly = I Qo, Ly = I3 Qg3 (4.54)

(soufadnice vektori 1, 2, 3 se rozumi v hlavnich osdch setrvacnosti z’, v/, z"). Vektory
momentu hybnosti, tthlové rychlosti a osy rotace z’ maji tedy obecné v kazdém okamziku
ruzny smér. Protoze se zachovava smér momentu hybnosti, mtzeme zvolit v jeho sméru
osu z inercialni vztazné soustavy. Vektory Laz urcuji rovinu, v niz mtzeme vést osu z’.
Fixujeme tedy polohu setrvacniku v okamziku, kdy je osa 3’ kolmé k nakresné. Pfitom
ovSem Lo = 0, a tedy i 23 = 0.

Odtud plyne, 7e t¥i vektory L (osa z), () a osa 2/ lezi v kazdém okamziku v jedné roving.
Body na ose 2’ maji v kazdém okamziku rychlost v = O x 7. To je mozné pouze tak, ze osa
Z' opisuje kolem sméru vektoru L kuzelovou plochu s konstantnim vrcholovym thlem 6,
kterému se 1ika nutacni uhel. Takovy pohyb osy rotace kolem nehybného sméru v prostoru
nazyvame precese osy rotace v prostoru. Protoze nutacni thel zlistava staly, nazyva
se takova precese reguldrni. Volny symetricky setrvac¢nik mize tedy konat rovnomeérnou
rotaci kolem osy 2’ a soucasné requldrni precesi kolem osy z.

Vektor thlové rychlosti Q musi zistavat v roving z, 2, a tedy musi téz opisovat ku-
zelovou plochu kolem vektoru L. Tento kuzel se nazgva herpolhodiovy. % Vime vsak, Ze
vektor O opisuje polhodiovy kuzel kolem sméru z’. Pohyb tedy musi probihat tak, Ze oba

58Recky herpo = plazim se
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obr. 4.20 obr. 4.21

kuzele se po sobé vali a thlova rychlost lezi v dotykové pfimce (viz obr. 4.21). Podle
Poinsotovy véty lze kazdy otac¢ivy pohyb kolem pevného bodu vytvorit valenim polhodie
po herpolhodii.

Vratme se nyni k obr. 4.20, z néhoZ mtizeme urcit thlové rychlosti precese v prostoru i
v télese. Uhlovou rychlost télesa O mitzeme rozlozit do slozek v hlavnich osach setrva¢nosti

2', 2. Slozka Q3 pak udéva konstantni tthlovou rychlost rotace

5¥Nézvy zavedl pravé Poinsot [puanso].
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Q3 = @ = M = konst .
I3 I3
Vektor thlové rychlosti vSak také miizeme rozlozit do slozek ve sméru os z, z’. Slozka
do kazdého z téchto smért vyjadiuje tu cast rotacniho pohybu, pii némz se dany smeér
nemeéni. Slozka do sméru z tak udéva uhlovou rychlost precese v prostoru §2,, slozka do
sméru z’ thlovou rychlost precese v télese wy. Z obr. 4.20 mame

Ql L1 L sinf L

P sin 6 I1sin6 I; sinf I (4.55)

Touto thlovou rychlosti opisuje vektor tthlové rychlosti a osa rotace télesa precesni
kuzel kolem pevného sméru v prostoru L. Uréime nyni precesi v télese:

wp = Q= Q3 — ), cost = L—(;;)SH — i cos = L 005911]1_1313 = 11[_1[3 Qs
(4.56)

Tento vysledek jsme vsSak jiz odvodili z Eulerovych setrva¢nikovych rovnic jako (4.44).
Pfipad obecné asymetrického setrva¢niku, volného nebo vyvadzeného (Eulerova
uloha), je sice analyticky FeSitelny, ale vede na eliptické integraly. Dilezité je, ze trajektorie
takového pohybu neni uzavrena, ze se takovy setrvac¢nik nikdy nevraci do ptivodni polohy.

Vsimnéme si jesté tlohy o téZkém symetrickém setrvaéniku (Lagrangeova tloha).
rotace - tedy napriklad opfeny hrotem o podlozku. Také tato Giloha je analyticky FeSitelna
a vede na eliptické integraly; Teseni lze nalézt v monografiich o teoretické mechanice. V
daném pripadé netvori jiz setrvacnik izolovanou soustavu a vektor momentu hybnosti se
nezachovava. Laboratorni inercidlni vztaznou soustavu mtzeme nyni zvolit tak, aby osa
z mitila proti sméru vnéjsiho tihového pole. Ukazuje se, ze vektor momentu setrvacnosti
bude nyni opisovat precesni kuzel kolem nehybné osy z. Protoze vSak zaroven bude osa
rotace opisovat rovnéz precesni kuzel kolem sméru E, nebude precese v prostoru regulérni,
ale nutacni thel se bude periodicky ménit. Tézky symetricky setrvacnik bude tedy konat
soucasné tii pohyby: rovnomérnou rotaci, (neregularni) precesi a nutaci. Ruzné
pripady nutacniho pohybu vidime na obr. 4.22.

Zv1astnim pripadem pohybu tézkého symetrického setrva¢niku s pevnym bodem pod
t6zistém je piiblizeni tzv. rychlého setrvaéniku. Rotuje-li setrva¢nik rychle, bude ki-
netické energie jeho rota¢niho pohybu mnohem vétsi nez energie jeho pohybu precesniho
a o ni predpokladame, Ze je opét mnohem mensi, nez potencialni energie setrvacniku v

Vv

pevnému sméru 7, miZzeme zapsat energii takového setrvacniku jako

1 1
E = 5[3952,,—#— 5[;(9%4—9%) + M gl cosn

(prvky momentu setrvacnosti oznacené hvézdickou jsou vztazeny k pevnému bodu na
podlozZce), kde prvni ¢len je mnohem vétsi nez druhy a ten zas mnohem vétsi nez treti.

184



obr. 4.22

Téleso pritom rychle rotuje kolem osy Z/, ta kona pomalou precesi s malym nutac¢nim
tthlem kolem sméru L a vektor L pak velmi pomalou precesi v tthovém poli. Vysledkem je,
ze precesni kuzel vytvoreny v tthovém poli je jen velmi mirné zvlnén, takze precese je témér
regularni. Rikdme ji pseudoregularni precese. Jak uvidime, takovou pseudoregularni
precesi kona pravé nase Zemé v tthovém poli Slunce a Mésice (lunisolarni precese).

Situaci miazeme dobfe ilustrovat na pohybu znamého détského vi¢ku. Postavime-li jeho
osu svisle a rozto¢ime, mohl by vl¢ek konat Cistou rotaci. Poruchy vsak zptisobi, ze se jeho
osa mirné nakloni a osa vIi¢ku zac¢ne konat precesi kolem svislého sméru. Tato precese bude
zpocatku regularni, pak prejde v pseudoregularni, precesni kuzel se mirné zvlni. Vlivem
tfeni a odporu prostiedi zac¢ne vl¢ek ztracet svou rotacni energii a prestane byt rychlym
setrvacnikem. Precese pfejde v neregularni, vykyvy vlc¢ku se za¢nou zvétSovat, az nakonec
dopadne na podlozku.

Uré¢ime tthlovou rychlost precese rychlého tézkého setrvacniku (obr. 4.23). Z druhé véty
impulsové mame .

% =N=1ZxMg.

Vektor Zj je jednotkovy vektor ve sméru osy z’. Protoze tento vektor kona rychlou
precesi kolem vektoru L (ve srovnani s rychlosti precese vektoru L v tthovém poli), mizeme
ho vystfedovat a nahradit vektorem

L
2y ~ 7 cos
Pak dostaneme .
dL M1 cos® =
— = - ——§ x L. 4.
dt L 9 (4.57)
Rovnice .
dL = -
— =0 L 4.58
dt L (4.58)
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obr. 4.23 obr. 4.24

vSak vyjadiuje, ze vektor L kon4 v inercialni soustavé rota¢ni pohyb thlovou rychlosti £2;.
Pro thlovou rychlost precese rychlého tézkého setrvacniku jsme tak dostali

Ml cosf g M 1g cos?6 Mlg
Q = = ~ . 4.59
! L I3 Q3 I3 Q (4.59)

Predpokladali jsme, Ze tthel 0 je velmi maly a tthlova rychlost rotace mé prevazujici slozku
ve sméru osy 2’ (cosf = L3/L).

Na pohybu tézkého rychlého setrva¢niku lze demonstrovat tzv. gyroskopicky efekt.
Na obr. 4.24 je tézky setrvacnik opfeny spodnim hrotem na podlozce a s osou rotace ve
vodorovné poloze. Zda se neuvéritelné, ze tiha ptisobici v jeho tézisti nezpisobi jeho pad.
Ve skutec¢nosti ptisobi tihové sila momentem 7 X F mificim vodorovné, kolmo k vektoru
momentu hybnosti. Tedy

L N Fx F=0, x L
dt
a zmeéna vektoru momentu hybnosti lezi ve vodorovné roviné. Tento vektor se otaci kolem

svislého sméru. Téleso se dava do pohybu nikoli smérem pisobici sily, ale kolmo k nému.
Nespadne, ale musi konat precesni pohyb.

Nakonec jesté shrneme pohyb Zemé jako symetrického setrvacniku. Vime, ze Zemé kona rotacni pohyb
kolem své osy symetrie s periodou jednoho dne. Tato osa vykonava volnou reguladrni precesi kolem sméru
momentu hybnosti s periodou 14 mésicti. Nuta¢ni thel je pfitom velmi maly, u pélu ¢ini vychylka fadové
10 metra. Astronomové ji vSak pfesto mohou zmérit, protoze jakakoli zména sméru osy zemské rotace se
projevi na zdanlivém pohybu oblohy a zméné polohy svétového severniho pdlu.

Daéle kona Zemé pseudoregularni precesi v tihovém poli nebeskych téles. Tato lunisolarni precese pro-
bih4 s velkym nuta¢nim thlem (23,5°), ale s periodou 26 000 let. Tomuto obdobi se ¥ika platénsky rok.
Béhem ného mifi zemskd osa na rtiznd mista na obloze a svétovy pdl se tak posouva. Stari Egyptané
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urcovali na obloze sever podle hvézdy Thuban v souhvézdi Draka. My se dnes orientujeme podle Polarky,
za 10 000 let bude ukazovat sever hvézda a—Cygni v souhvézdi Labuté, za 14 000 let Vega a za 26 000 let
opét Polarka.

Precese zemské osy se projevuje téz posouvanim jarniho bodu, tedy mista na obloze, kde se nachazi
Slunce v den jarni rovnodennosti. Lezi ve sméru prusecnice roviny ekliptiky a roviny svétového rovniku,
ktera se nakldni. Vlivem lunisolarni precese se jarni bod posouvé o 50,417 za rok smérem k Slunci, pii
planetdrni precesi o 0,12” za rok od Slunce a p¥i tzv. geodetické precesi (efekt specidlni teorie relativity) o

0,02” za rok, rovnéz od Slunce. Vedle toho Mésic zpiisobuje nuta¢ni pohyb zemské osy s periodou 19 let.

Piiklady

4.1 Ctyti ¢astice o hmotnostech m; =1 g, mg =2 g, m3 =3 g, my =4 g, jsou spojeny
nehmotnymi pevnymi tyckami délky 10 cm do uspoiddani na obr. 4.25. Urcete polohu
téziste téchto téles.

[a) zs =20 cm, b) x5 =5 cm, y; =7 cm, ¢) zs =1 cm, ys =2 cm, 2,=3 cm]

4.2 Urcete polohu tézisté tenké tycky délky [, jejz linearni hustota lineadrné vzrista od
T1 do T 2.

Vv

[ve vzdalenosti 3/4 vysky od vrcholu)

4.4 Castice téze hmotnosti m jsou umistény v rozich krychle a spojeny pevnymi ne-
hmotnymi tyckami délky a. Urcete moment setrvacnosti tohoto télesa vzhledem k télesové
thlopricce krychle.

[ = 4ma?]
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obr. 4.25

4.5 Urcete moment setrvacnosti tycky délky [ a hmotnosti m rotujici kolem osy kolmé
k ty¢ce a prochazejici a) jejim koncem, b) ve vzdélenosti I/4 od konce.

[ =3mi? I=Lml

4.6 Vypocitejte moment setrvacnosti homogenniho dutého vélce o polomérech r1, 7o
a hmotnosti M vzhledem k jeho ose rota¢ni symetrie.

1= 421 (18 +13)

4.7 Je dan homogenni valec vysky h a poloméru podstavy R. Jaky musi byt pomér
h/R, aby tento valec byl kulovym setrva¢nikem?

[v/3]

4.8 Urcete, s jakym zrychlenim bude klesat k zemi (a opét stoupat) hracka zvand jojo
a jakou silou bude napinano vlakno (obr. 4.26).

[a=39, Fu=3my|

4.9 Urcete, jakou rychlosti bude klesat védro s vodou o hmotnosti m, jehoz zavés se
odviji z rumpalu hmotnosti M a poloméru r (obr. 4.27)

2
[v =gtz tl

4.10 Urcete kinetickou energii obruce, plného valce a koule, které se vali po roviné
postupnou rychlosti v.

mo?, 3mo?, Lmo?]

4.11 Na vodorovném homogennim kotou¢i hmotnosti M a poloméru R (koloto¢i) stoji
¢loveék hmotnosti m ve vzdalenosti r od svislé osy prochézejici stfedem kotouce, ktery se
miize otacet bez tfeni. Jak velkou tihlovou rychlosti se bude otacet kotoué, ptjde-li ¢lovek
po kruznici poloméru r opsané kolem stfedu kotouce relativni rychlosti v vzhledem ke
kotouci?
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obr. 4.26 obr. 4.27

_ mur
= 2
[w 5 M R24+mr?
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obr. 4.28

4.12 Urcete rychlost postupného pohybu valce a koule, které se za¢nou valit po naklo-

néné roviné o sklonu «, a klesnou piitom o vysku h.
[\/3hg, /% hy]

4.13 Urcete rychlost postupného pohybu valce a koule, které se za¢nou valit po naklo-
néné roviné o sklonu «, za stejnou dobu ¢.

[2gtsina, 2gtsinal

4.14 Atwoodiv padostroj. Pres kladku pfedstavujici kotou¢ o momentu setrvac¢nosti 1
jsou na nehmotném zavésu zavésena dvé bremena, s jedné strany bfemeno hmotnosti mq, s
druhé strany bfemeno o hmotnosti meo. Zavés na kladce neprokluzuje. S jakym zrychlenim
bude klesat tézsi bfemeno?

— _mi—mg
[a mi+ma+ :Ig g]

4.15 Po naklonéné roviné svirajici s vodorovnou rovinou tihel « se vali bez prokluzovani
plny homogenni valec. Urcete a) velikost sily smykového tfeni valce na naklonéné roviné,
b) maximélni thel «, pfi némz se vélec bude jesté valit bez prokluzovani, je-li koeficient
smykového tfeni f.

[Fst = %mg sina, tg Qmaz = 3f]

4.16 Homogenni dfevéna ty¢ délky I = 40 cm a hmotnosti M = 1 kg se mlze otacet

Vv ey

m = 10 g rychlosti 200 m.s~! ve sméru kolmém k ose i ty¢i. Uréete tihlovou rychlost w,
kterou nabude ty¢, jestliZze v ni stiela uvazne.
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w = ey = 29,557"]
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4.17 Jakou rychlosti musi narazit stfela hmotnosti m kolmo na spodni konec svisle
zavéSené tyce hmotnosti M a délky [, aby ji vychylila o tihel 90° ? Stiela v ty¢i uvizne.

= L/gl(M +2m) (& + m)]

m

4.18 Tenka homogenni ty¢ hmotnosti M a délky [ kyva kolem osy, ktera je k mi kolma a
prochézi jejim hornim koncem. a) Uréete periodu malych kyvi. b) Existuje na ty¢i misto,
do kterého mutizeme pfipevnit téleso malych rozmérta (hmotny bod) o znaéné hmotnosti,
aby se doba kyvu nezménila? Kde?

[T =27 , je vzdéleno od bodu zavésu o %l]

21
39

4.19 Fyzické kyvadlo hmotnosti M je vytvoreno ze dvou stejnych tyci délky [ spojenych
do tvaru T. Pfitom muze kyvat zavéSeno za spodni konec dvéma zptisoby: a) v roviné
kolmé k roviné técka, b) v roviné técka (viz obr. 4.28). Uréete periodu malych kyvi v
téchto pripadech.

17 1

T =2m /1% L]

g

4.20 Plny homogenni kotouc¢ poloméru 7 = 10 cm kyva kolem osy, kterd prochazi jeho
okrajem a je kolma k ose kotouce. Urcete redukovanou délku tohoto kyvadla.

(I, = 2 r =15 cm]

5> MECHANIKA KONTINUA

5.1 Mechanika pruzného télesa

5.1.1 Matematicky popis pohybu kontinua

Uvadeli jsme, ze dokonale tuha télesa neexistuji, ze je to jen idealni fyzikalni model. Ve
skutecné 1ze kazdé téleso deformovat; pritom vzajemné vzdalenosti hmotnych bodu tvori-
cich téleso nezlistavaji stejné. Protoze téleso miize byt tvofeno velkym poctem hmotnych
bodti, ma takova mechanicka soustava nekoneény pocet stupnt volnosti a vyzaduje jiny
matematicky popis nez soustavy s koneénym pocétem stupni volnosti. Jeji pohyb popisuji
parcialni diferencialni rovnice.

Omezime se pouze na malé deformace téles vyvolané ptisobenim vnéjsich sil. Pfestanou-
li tyto vnéjsi sily puisobit, téleso se opét vraci do ptvodniho stavu. V takovém piipadé
nazgvame téleso prusnym, elastickym.

50 Ani dokonale pruzné télesa neexistuji. Po deformaci se téleso jiz nikdy nevraci do pivodniho stavu,
mala zbytkova deformace vzdy ztstava.
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Existuji i pevnd télesa jinych vlastnosti - jestlize je téleso tvarné a po deformaci zi-
stava ve vysledném stavu, nazyvame je plastickgm. Je-li deformace ptilis velkd, mize dojit
k poruseni spojitosti télesa, dislokaci. %1 Realna télesa se obyéejné chovaji v nékterych pod-
minkach jako pruzné, v jinych jako plastickd a mohou mit i dal$i mechanické vlastnosti,
jimiz se zde nebudeme zabyvat. Podotknéme jen, Ze studium mechanickych vlastnosti ma-
teridli mé obrovsky vyznam pro moderni techniku a vedle fyzikdlni teorie elasticity se
pritom uplatiiuje i teorie plasticity, teorie dislokaci, lomova mechanika a dalsi obory.

Pruzné téleso jako zvlastni pripad pevného télesa budeme povazovat za spojité, konti-
nuélni. Vedle pevnych latek vSak zname i jina spojita prostfedi tvofena naptiklad kapali-
namt nebo plyny. Na rozdil od pruznych téles kapaliny méni snadno sviij tvar, zaujimaji
tvar nadoby, ale méalo méni sviij objem (jsou malo stlacitelné). Plyny pak se vyznacuji
velkou stlacitelnosti a snazi se zaplnit vzdy cely objem, ktery maji k dispozici. Kapaliny
a plyny zahrnujeme pod spoleény nazev tekutiny. Pres tyto rozdily mizeme vSechny tyto
pripady zahrnout pod jeden pojem kontinua a popisovat je jednotnym matematickym zpu-
sobem. Charakter kontinua, spojitého prostiedi, mé i pole, napriklad elektromagnetické ¢i
gravitacni. Prestoze teorie relativity a kvantova fyzika ukazala na nékteré zasadni rozdily
mezi polem a latkovym prostfedim, mé i matematicky popis poli spole¢né rysy s popisem
kontinua.

V mechanice kontinua ndm tedy ptijde o
1. pruzna télesa
2. tekutiny

a) kapaliny
b) plyny

61Rozlieni t&les na pruzna, plasticks a kiehké provedl poprvé v 17. stoleti &esky védec Jan Marek Marci.
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obr. 5.1 obr. 5.2

Ke studiu pohybu kontinua lze v zasadé pouzit dvé metody. Mizeme rozdélit kon-
tinuum na jednotlivé hmotné body (elementy objemu) a sledovat jejich pohyb - to je
metoda Lagrangeova. Muzeme se se ale také zamérit na jednotlivé body prostoru a
sledovat pohyb stridajicich se hmotnych bodt kontinua, které do téchto bodd prostoru
vstupuji; to je metoda Eulerova. Muzeme si predstavit, ze Lagrange a Euler zkoumaji
pohyb vody v fece. Lagrange pritom hazi do vody plovouci téliska, bézi po brehu a sleduje
jejich pohyb. Euler naproti tomu sedi na bfehu feky a mapuje rychlost vody v jednotlivych
mistech. P¥i studiu pohybu pruzného télesa, kdy se hmotné body prilis nevzdaluji ze svych
poloh, je zfejmé vyhodnéjsi metoda Lagrangeova, pti zkouméani pohybu tekutin mtze byt
vyhodnéjsi metoda Eulerova.

Pfejdeme nyni k matematickému popisu deformace a pohybu kontinua. Na obr. 5.1
méame dva blizké hmotné body tvofici kontinuum A, B s polohovymi vektory 7, -+ dr.
P¥i deformaci se bod A ptesune o vektor 77 62, kterému iikdme vektor posunuti, a zaujme
novou polohu 7. Bod B se posune o 7] 4+ dij bude mit polohovy vektor # + di.

Vyjadiime nové polohové vektory bodtu A’, B’ ve slozkach:

Ay 2 = xi+m, B 2l +dal = a4+ du +np +dn; .

52Casto oznacovany téz .
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Vektor posunuti 77 je obecné v kazdém bodé télesa rizny, je funkci souradnic. Vyjadiime
nyni posunuti bodu B nekonecné blizkého k bodu A a vyuzijeme pritom Einsteinova
sumacniho pravidla:

on;
ni(xj +dej) = ni(z;) + dmi = ni(zj) + afjdﬂfj =
Ly
1 [ On | On, L [ 0n  On
= i — — - d y .].
77+ 2<al‘j+61‘i>+2<al’j al'l i (5)

(pficetli jsme a zaroven odecetli On;/0x; ).

Posunuti bodu B lze tedy rozlozit na tfi ¢asti. Prvni z nich, 7; je zfejmé stejna jako
posunuti bodu A a jde tedy o spole¢nou translaci obou bodu. Lze ukdzat, Ze tieti ¢ast
vyjadiuje pootoceni bodu B kolem bodu A beze zmény vzdalenosti mezi nimi, tedy rotaci.

Antisymetricky tenzor

1 on; on;
7973 \ o, T
b T
Ize vyjadrit pomoci axidlniho vektoru ¢;, kterému se fikd dudlni, vztahem
Pij = —E€ijkPk
(€ijk je Levi-Civitiv tenzor). Potom
pijdr; = —cirprdr; = eyppidrr = (G x dr)i

kde ¢ je vektor malého thlu pootoceni.

Protoze ani prvni ani tfeti ¢len (5.1) neméni vzdalenost mezi body A a B, musi defor-
maci vyjadrovat ¢len druhy. Prislusny symetricky tenzor

1 [ O In;
eij = 5 <0xj + &L‘i> (5.2)

proto nazveme tenzorem malych deformaci.
Pro posunuti bodu B v blizkosti bodu A tedy mame

ni(xj +drg) = ni(z;) + eipejder + ejda; (5.3)

a oznacime-li rychlosti translace, rotace a deformace v;, w;, €;;, dostaneme rychlost
bodu B
vi(a:j + d:l,’j) = vi(a;j) + &?Z-jkwj'dxk + éijda:j . (54)

V blizkém okoli daného bodu lze pohyb kontinua rozloZit na pohyb translaéni,
rotaéni a deformadni.

Uvedené tvrzeni se nékdy nazyva Helmholtzova véta.
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5.1.2 Tenzor malych deformaci

Vsimneme si nyni blize vlastnosti tenzoru malych deformaci (5.2). Pfedevsim uréime,
jak se pfi deformaci zméni vzdélenost bodi A a B. S pfesnosti prvniho fadu dostaneme

di? — di? = dolde!, — daide; = (dei+dy) (daei+dn) — duida; ~ dnde; + dgida; ~

Q

i on; on; | Ok
dxidr; deidr; = | —% — |dxjdxy = 2 e; dv; dxy ,
:Bkk1+8xjjl ka+833j Jok L
nebot séitaci index si mizeme oznacit jak potfebujeme (pokud neni uz v daném ¢lenu
pouzit).
Vyjadiime nyni relativni zménu vzdalenosti bodt A a B, opét v ptiblizeni malych
deformaci, kdy dI’ ~ dl :

di'? — di? _dl+vdldl' —dl dll—dl dz; dxy,
a2 = dl da " Ta T Y a A
UvaZme nyni, Ze bod B se piiblizi nebo vzdali od bodu A ve sméru osy x. Potom
relativni zména jejich vzdalenosti (prodlouzeni nebo zkraceni) bude

dl' —dl
dl

Diagonalni prvky tenzoru malych deformaci maji tedy nazorny fyzikalni vyznam -
predstavuji relativni prodlouZeni nebo zkraceni ve sméru soufadnych os.

= €11 - (55)

Vedle ¢istého zkraceni nebo prodlouzeni vzdalenosti dvou bodt muZe v okoli bodu A
dojit i k deformaci smykové. Mame-li v blizkosti bodu A body B a C' lezici na osach = a
y, takze secky AB, AC sviraji pred deformaci pravy thel, mtze se stat, Ze po deformaci
se tento pravy thel zméni a tyto tsecky budou svirat s osami x a y malé smykové thly
a1, as. Lze dokdzat 93, Ze nediagonalni prvky tenzoru malych deformaci eij, 17 j jsou
pravé rovny polovindm pfislusnych smykovych thli.

Ddlezitou charakteristikou tenzoru, invariantem, je jeho stopa, soucet diagonalnich
prvki. Ukazeme, Ze stopa tenzoru malych deformaci je rovna relativni zméné objemu pii
deformaci. Méjme objem ve tvaru kvadru o stranach Iy, lo, I3, V = lilols, lezicich v
soufadnych osach. Po deformaci se objem kvadru zméni na

vV = l1 ( 1+eqq ) lo ( 1+ ego ) l3 ( 1+633) ~V ( 1+e11+e29+e33 ),
takze relativni zména objemu (tzv. kubicka dilatace)

V-V
0 = 7 T entemtess = e = Sp eij - (5.6)

Diagonalni prvky tenzoru malych deformaci vyjadiuji tedy relativni prodlouzeni nabo
zkraceni vzdalenosti podél soutadnych os, nediagonalni prvky odpovidaji polovicnim smy-
kovym uhlim a stopa udéava kubickou dilataci. Deformace télesa mtze byt tvarova, ob-
jemova nebo tvarova i objemova. Pokud se méni pouze tvar télesa beze zmény objemu,
bude kubicka dilatace 6 = 0.

53Viz napiiklad Brdicka M.: ”Mechanika kontinua”, NCSAV Praha 1959
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Tenzor malych deformaci je symetricky a jako takovy muze byt zndzornén symetrickou
kvadratickou plochou, kvadrikou

eij I, x]- = =+1. (57)

Takovym kvadrikdm se ¥ika Cauchyho % kvadriky deformaci .V kazdém bodé télesa
lze vést tfi kolmé smeéry, hlavni osy deformaci takové, ze tenzor malych deformaci ma v
téchto osach diagonalni tvar:

ez 0 O
0 e O
0 0 €3

Diagonalni prvky ei, es, es se nazyvaji hlavni deformace a vyjaduji zkraceni a pro-
dlouzeni ve sméru hlavnich os. Mohou tedy byt jak kladné tak zaporné. V hlavnich osich
zapiSeme tedy rovnici Cauchyho kvadriky deformaci

e1z? + ey + e3zz? = +1. (5.8)

Pak mtzeme rozlisSovat nékolik pripadi:

l.eg >0, e3 >0, e3> 0-na pravé strané (5.8) musime vzit +1, dochazi k vSestran-
nému roztazeni télesa

2.e1 <0, e2 <0, e3<0-na pravé strané (5.8) musime vzit -1, dochazi k vSestran-
nému stlaceni télesa
V obou téchto pfipadech pfedstavuje Cauchyho kvadrika trojosy elipsoid.

3.e1 >0, ea >0, e3 <O0-na pravé strané (5.8) muzeme vzit bud +1, pak dostavame
rovnici jednodilného hyperboloidu, nebo -1 a mame rovnici dvojdilného hyperbo-
loidu. Piipad lze samoziejmé obmeénit i pro ostatni souradné osy.

4.e1 <0, ey <0, eg >0 - pripad je obdobny predchozimu, pouze oblasti stlaceni a
roztazeni jsou vymeénény.

Tteti pripad je znédzornén na obr. 5.2. Ve smérech na dvoudilny hyperboloid dochézi ke
stlaceni télesa, ve smérech na jednodilny hyperboloid k jeho roztazeni. Oba hyperboloidy
jsou oddéleny asymptotickym kuzelem. Deformace ve smérech lezicich v této kuzelové
plose jsou Cisté smykové.

Rovnici Cauchyho kvadriky mizeme normovat tak, aby nam udavala velikost a smér
deformace. Necht r je délka privodice k prislusné kvadrice. Potom

r = yJxix;, Ar =

T

A .
Nori

a relativni prodlouzeni
Ar :ElA.IZ eijxixj

r r2 r2

64Cti késiho.
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(mala deformace ve sméru x; je Ax; = ej;x; ). Z rovnice kvadriky pak dostaneme pro
relativni prodlouzeni ve sméru privodice podle (5.7)

i (5.9)

Lze ukéazat, ze smér tohoto prodlouzeni (zkréceni) je ddan smérem normdly ke Cauchyho
kvadrice.

5.1.3 Tenzor napéti

Zabyvejme se nyni silami, které vyvolavaji deformaci téles. Tyto sily mohou byt 0b-
jemové nebo plosné. Objemové sily plisobi soucasné na vSechny elementy objemu télesa,
pronikaji celym télesem. Typickou objemovou silou je sila tithova, u elektricky nabitych
téles napiiklad sila elektrostatické. Zavedeme-li objemovou hustotu sily F , mizeme zapsat
vyslednici objemovych sil

ﬁ:/de, Fiz/ﬂdv.
Vv 1%

Tak se téleso bude deformovat tihovou silou, je-li napfiklad zavéSeno nebo jinak upevnéno
v tthovém poli. Objemové hustota tihové sily pak je F = pg.

Druhym dtlezitym piipadem jsou sily plosné, piisobici na povrch télesa. Jsou to napfi-
klad sily jimiz ptisobi pist na kapalinu, bfemeno zavésené na konci nosniku nebo moment
sily kroutici ty¢. Tyto plosné sily mizeme popsat pomoci vektoru napéti T. Mechanickym
napétim rozumime silu vztazenou k jednotce plochy. Pfitom ovSem zalezi na vzajemné
orientaci sily a plochy. Plsobi-li sila ve sméru normaly k plose, miize vyvijet tlak nebo
tah, ptsobi-li teéné, vyvolava smyk. Obecné tedy mizZeme vektor napéti rozdélit na dveé
slozky, napéti teéné T a normélové N (viz obr. 5.3).

Mé¢jme tedy malou plosku dS o jednotkovém vektoru normaly 7, takze ji mlzeme
povazovat za vektor dS = dS 7. Abychom vyjadrili napéti v néjakém bodé kontinua,
museli bychom v tomto bodé umistit malou plosku, pro kazdou jeji orientaci udat silu, ktera
na ni pusobi, a tuto silu pak délit velikosti plosky. Stac¢i nam tedy, abychom ke kazdému
vektoru 7 dokazali pfifadit vektor napéti 7. Bez hlubsiho zdiivodiiovani miizeme usoudit,
ze mezi slozkami obou vektord bude platit vztah

7; = 045 Ny . (510)

Lze dokazat, Ze veliciny o;; tvoii prvky tenzoru, a to tenzoru symetrického. Rika se
mu tenzor napéti a plné nam popisuje ptsobeni plosnych sil v kazdém bodé kontinua.

Protoze tenzor napéti je symetricky, mizeme jej opét znazornit kvadrikami, jimz se
fikd Cauchyho kvadriky napéti. Plati o nich totéz co o kvadrikich deformaci. Kladné
diagonalni prvky tenzoru napéti vyjadruji tah, zaporné tlak v daném bodé, nediagonalni
prvky popisuji napéti tecnd, smykova. Opét lze zavést hlavni osy napéti, v nichz pusobi
pouze tlak nebo tah. Je-li tlak nebo tah vsestranny, bude Cauchyho kvadrika elipsoidem.
Plisobi-li naptiklad ve sméru osy z tlak a ve sméru druhych dvou os tah, dostaneme
kombinaci dvojdilného a jednodilného hyperboloidu oddélenych kuzelem (obr. 5.2).
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obr. 5.3

V hlavnich osdch napéti bude mit tenzor napéti diagonalni tvar

oo 0 O
0 o9 O
0 0 o3

Velicinam o1, o2, o3 se fikd hlavni napéti a jejich zadani plné popisuje rozlozeni
plosnych sil v kontinuu.

V tekutinach, kde podle Pascalova zakona ptisobi v kazdém bodé vsestranny tlak p a
neeexistuji napéti smykova, mé tenzor napéti v libovolné orientovanych osach tvar

—p 0 0
0 —-p O . (5.11)
0 0 —p

Znaménko minus je voleno proto, ze veli¢ina p udavé tlak tekutiny, tedy reakéni silu proti
vnéjsim silam napéti.

Odvodime nyni obecnou rovnici rovnovahy kontinua. Rovnovéha zfejmé nastane, bude-
li vyslednice vsech vnéjsich sil, objemovych i plosnych, a jejich momentt nulova. Protoze
musi byt v rovnovaze jak kontinuum jako celek, tak i jejich dil¢i objemy ohranic¢ené dil¢imi
plochami navzajem, musi byt nulova vyslednice plosnych sil na kazdé uzaviené plose v
kontinuu. MiZzeme ji zapsat (ve slozkich) jako plosny integral

F, = j{qzds - ]{Saijnjds - fsaijdsj.
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Ve vektorové a tenzorové analyze se dokazuje Gaussova véta, 5° ktera umoziiuje prejit
od plosného integralu pres uzavienou plochu k objemovému integralu pfes objem touto
plochou ohrani¢enému. Pro vektory mtiZzeme tuto vétu zapsat ve tvaru 6

fFidSi = / OF, dv
s v Ox;
80-“

1S :/ gy
ﬁay J v Oz,

Vyjadiime nyni vyslednici vSech, objemovych i plosnych sil pomoci jediného objemo-
vého integralu a polozime ji rovnu nule:

a pro tenzory

Fyp + Fy = j{gijdsj 4 /]—“Z-dV = / (aaij + J—“Z) v = 0. (5.12)
S v v\ Oz;

To je podminka rovnovahy kontinua v integralnim tvaru. Méli bychom jesté zkoumat
podminku nulové vyslednice momentu vnéjsich sil. Ukéaze se vSak, Ze ta bude pro plosné
sily automaticky splnéna diky tomu, Ze tenzor napéti je symetricky. Staci pak uvazovat
jen sily objemové. Protoze podminka rovnovéhy (5.12) musi platit pro libovolny objem
kontinua, musi byt nulova i integrovana funkce a tak dostanema parcialni diferencialni
rovnici rovnovdhy kontinua ve tvaru

901 +F =0. (5.13)
al‘j
Abychom nasli jednozna¢né feSeni této rovnice, musime ovSem znéat i okrajové podminky.
Pro tekutinu v tthovém poli pfejde tato obecné rovnice rovnovahy na

Op
= ; 5.14
nebo ve vektorovém tvaru
Vp =pg. (5.15)

Od rovnice rovnovahy kontinua mtzeme pfejit i k obecné pohybové rovnici kontinua
vztazenou k jednotce jeho objemu. Zrychleni jednotky objemu je pak ddno druhou derivaci
podle ¢asu vektoru posunuti:

827% N 80@'
P 8t2 N 833j

+ F . (5.16)

5.1.4 Hooketuv zakon

Zavedli jsme dva tenzory, tenzor malych deformaci e;; a tenzor napéti o;;, které popisuji
deformaci kontinua a rozloZeni mechanického napéti v ném. Deformace a napéti v kontinuu

65V jednoduché podobé jsme se s ni setkali pii vypoétu gravitaéniho pole uvnit¥ kulové hmoty.

. oF
66Quma 2Fi — 9Fe | ayy +aaiz

Ot 5 = div F = V. F se nazjva divergence vektoru F', podobné pro

tenzor.
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obr. 5.4 obr. 5.5

spolu ovSem souvisi. Je-li napiiklad téleso vystaveno vnéjsimu tlaku nebo tahu, dojde k
posunuti jeho jednotlivych ¢asti vzhledem k ptivodnimu, nedeformovanému stavu a ustavi
se nova rovnovaha mezi vnéjsimi silami a silami vnitiniho napéti v kontinuu.

Uvazujme jednoduchy ptiklad tenké tyce, kterd je namahéna napiiklad tahem. Jeji
deformaci pak lze popsat jedinym prvkem tenzoru malych deformaci e1; a napéti jako tah
podél tyce o11. Pro malé deformace miZeme ocekavat, Ze deformace bude imérnda napéti:

011 = E €11 - (517)

To je znamy Hooketiv zakon v nejjednodussi podobé a konstanta timeérnosti E je Younguv
modul materidlu v tahu.

Pfimé tmérnost mezi deformaci a napétim se vSak udrzi jen pro malé deformace a pii
vétsich hodnotach se bude tato funkce ménit. Tahovy diagram tenké tyce je naznacen na
obr. 5.4. Bod A, kde Hooketiv zdkon prestava platit nazyviame mez umérnosti. Za ni roste
napéti pomaleji a od bodu B (mez kluzu) pokracuje deformace prakticky pfi konstantnim
napéti, materil jako by tekl. V bodé C' (mez pevnosti) za¢ind dochézet k poruseni tyce.
Jeji priény prurez se rychle zmensuje, napéti klesa a ty¢ se nakonec pretrhne.
last, kdy je deformace jesté vratna. Prekro¢ime-li tuto mez, zistane pfi nulovém napéti
zbytkova deformace a zavislost deformace a napéti bude tvofit tzv. hysterezni krivku (obr.
5.5).

Obecné zavislost mezi deformaci a napétim je ovSem znacné slozitéjsi nez u defor-
mace tenké homogenni tyce tahem. V mezich imérnosti bude Hooketiv zdkon predstavovat
obecny vztah mezi dvéma tenzory 67

oij = Cijii exl (5.18)

kde Cjji; je tenzor ¢tvrtého fadu tvofeny 81 prvky (!), takzvanymi elastickymi koeficienty.
Vzhledem k symetrii tenzort napéti a deformace je vSak mnoho z téchto prvki stejnjch

57Pfedpokladame, ze deformace je homogenni a ze koeficienty tmérnosti mezi napétim a deformaci
nezavisi na soutfadnicich
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a v nejobecnéjsim pripadé deformace krystali trojklonné soustavy je tfeba znat jen 21
elastickych koeficienti. Tento pocet se dale snizuje s ristem symetrie kontinua. %8 U izot-
ropniho kontinua by se zdalo, Ze vystacime s jedinym elastickym koeficientem. Ukazuje se
vsak, ze je obecné tfeba udat koeficienty dva, z nichz jeden popisuje deformaci tvarovou
a druhy objemovou. Hooketiv zékon v izotropnim kontinuu (pruzném télese) zni

oij = A (Sij 0 + 2u €ij - (5.19)

Koeficienty A\, u se nazyvaji Laméovy koeficienty, pii ¢emz prvni z nich vyjadiuje zménu
objemu (€ je kubicka dilatace) a druhy, oznacovany téz jako G, je modul smyku. Vedle
téchto dvou elastickych koeficientti uzivame dale Youngiuv modul, definovany vztahem

011

E = — |, (5.20)
e11
Poissonovu konstantu
€22
= |— 5.21
o (5.21)
(vyjadiuje pomér ztzeni a prodlouzeni tyée) a modul stlacitelnosti
K=-2 (5.22)
0
(stopa tenzoru deformace je e; = 6, tenzoru napéti o;; = —3p.)

Vsechny tyto elastické koeficienty nejsou ovSem nezavislé. Stac¢i znat jen dva z nich a
ostatni jsou tim uz urceny. V tabulkich obycejné najdeme hodnoty Youngova modulu a
(bezrozmérnou) Poissonovu konstantu pro dany materiél. Zbylé koeficienty pak urc¢ime ze

vztahi
A = Eo o= E k- B (5.23)
(1+0)(1-20) 2(1+o0) 3(1-20)
V tekutinach, kde neexistuji smykové deformace, se situace podstatné zjednodusi, je zde
w=0  E=0 o0=1/2, K = X\ Staci tedy znat jen jeden koeficient, stla¢itelnost
kapaliny nebo plynu. Nezminujeme se o tom, ze elastické koeficienty zavisi téz na tep-
loté a na termodynamickych parametrech procesu deformace (jde-li o deformaci pomalou,

izotermickou, nebo rychlou, adiabatickou).

Uloha (Deformace svislé tyée v tihovém poli)

Méjme ty¢ délky [ a prufezu S zavéSenu v tithovém poli (obr. 5.6). Na kazdy jednotkovy
objemovy element tyce pusobi sila p g. Rozdélime ty¢ na malé vrstvicky délky dz, z nichz
kazda se prodlouzi o dl = e,,dz. Na vrstvicku pfitom ptisobi tiha celé ¢asti tyce pod ni
p g S ztj. napéti ,, = p g z. Podle Hookeova zakona

1
€zz = E Ozz

68 Je dobfe znamo, jak rozdilné mechanické vlastnosti ma napiiklad dfevo ve sméru ristu stromu a kolmo
k nému.
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obr. 5.6 obr. 5.7

takze celkové prodlouzeni tyce

! !
B Y _ry
Al = /Oezzdz = B [Ceax = 20

l2

Kdybychom vzali v tvahu konec¢ny prifez tyce a fesili i rovnice pro deformaci ve sméru
kolmém k ty¢i, zjistili bychom, Ze okrajové pfimky tyce pfestanou byt svislymi a pro ty¢
kruhového prifezu dolni podstava prejde v rotacni paraboloid.
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Uloha (torze kruhové tyée nebo vldkna)

Méjme ty¢ kruhového prifezu S poloméru R upevnénou dolni podstavou na podloZce.
Necht na horni podstavu pusobi silovy moment vyvolavajici torzi (krouceni) tyce (obr.
5.7). Méame urcit thel zkrutu tyce. Ziskany vysledek lze uplatnit i na p¥ipad vldkna za-
krucovaného na dolnim konci, naptiklad u torznich vah.

Umistime pocatek souradnic ve vybraném kolmém fezu na ose tyce. PTi pootoceni se

bod ve vzdalenosti  od osy posune tak, ze §7" = 0@ x 7, kde §7 = (1,1, 0),
07 = (0,0,¢),7 = (z,y,0). Pfedpoklddame, Ze kolmé fezy tyce zustavaji béhem torze
rovinnymi a Ze tedy jde o ¢isté smykovou deformaci - ukazuje se, ze to plati za predpokladu,
ze priifez tyce je kruhovy. Oznac¢ime tihel zkrouceni pfipadajici na jednotku délky tyce jako
7. Potom méme

Me = —QY = —TYz, Ty=¢T=TT2.
Podle definice tenzoru malych deformaci (5.2)
1 1
Crz = € = —5TY, €y = €y = ST

Ostatni prvky tenzoru jsou nulové. % Dale podle Hookeova zdkona pro smyk

Oij = 2MUMij, Ogz = —UTY, Oy = UTIT.
Okrajovou podminku na horni podstavé mtzeme formulovat tak, ze zde ptisobi plosny
moment sily

TR*

N, = ]{Q-jkxjakldsl = jé(xayzfyaxz)dS = Tu%(m2+y2)d5 = T,uj{ r22mrdr = Tp— .
s s s 5 2

Celkovy thel zkrouceni tyce pak bude
2Nl NI

= l = _— =
®0 T 7TILLR4 D

kde D = § puR* se nazyva tuhosti v torzi. Vidime, Ze tato tuhost roste s vysokou mocninou
polomeéru tyce ¢i vlakna a ze pfi zmenseni poloméru vlakna o jeden ¥ad zmensi se potiebny
kroutici moment o ¢tyfi rady. Tim je ddna mimoradné vysoka citlivost torznich vah.

5.2 Mechanika tekutin

5.2.1 Rovnovaha tekutin

Z rovnice rovnovahy tekutin (5.14), (5.15), vyplyvaji znAmé poznatky hydrostatiky a
aerostatiky. Mé&jme napted nestlacitelnou kapalinu, v niz p = konst. Muzeme-li zanedbat
vliv tthové sily na ni, mame

Vp =0, p = konst, (5.24)

590dpovida to poznatku, ze nediagonalni prvky tenzoru maljch deformaci jsou poloviéni smykové thly.
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coz je vyjadifenim Pascalova zdkona o tom, Ze tlak v kapaliné je vsude stejny. Zvétsi-li
se tlak v kapaliné, naptiklad ptisobenim pistu na jeji povrch, vzroste tlak opét v celém
objemu kapaliny stejné.

Bude-li ptisobit tihova sila, poroste tlak kapaliny s hloubkou:

dp
5 = P9 p=-pgatC. (5.25)
z
Miri-li osa z vzhiru, odecitdme-li souradnici z od hladiny a polozime-li tlak na hladiné
roven nule a hloubku h = —z, madme znadmy vyraz pro hydrostaticky tlak
p=pgh. (5.26)

Chceme-li zjistit, jak roste tlak atmosféry s vyskou, musime vzit v tvahu, Ze vzduch
je stlacitelnd tekutina v tithovém poli a musime znat termodynamicky vztah mezi jeho
hustotou a tlakem p (p). Pro izotermické déje muzeme vzit Boyletuv - Mariottetv zékon

p=kp.
Pak mame rovnici
dp i d 1 dp
_ = — = — z = —— —
dz Py g9 p, kg p
1
z = ——Inp + C, p = konst e 9%

kg
Urc¢ime-li konstantu integrovani tak, aby pfi z = 0 byly p = po, p = po = kpp hodnoty
tlaku a hustoty atmosféry pfi motské hladiné, dostavame takzvany barometricky vzorec

P04,
p=mpoe w0, (5.27)

Ten udava rozlozeni tlaku vzduchu v atmosfére za predpokladu, ze jeji teplota je vsude
stejnd. Vyska atmosféry pak vychazi nekonecné velkd, s exponencialné klesajicim tlakem
a hustotou. Ve skutec¢nosti, jak vime, se teplota atmosféry s vyskou méni. Vezmeme-li jiny
vztah mezi hustotou a tlakem, naptiklad rovnici adiabaty p = k pl/F. kde K je tzv.
Poissonova plynova konstanta, dostaneme jiny pribéh tlaku a hustoty s vyskou, odpovida-
jici linearnimu poklesu teploty atmosféry s vyskou. Takova atmosféra pak kond¢i ve vysce
asi 50 km, coz dava dobry souhlas se skutecnosti.

Z rovnice rovnovahy tekutin dostaneme i znamy Archimediv zdkon. Na vybrany objem
v nestlacitelné kapaliné pusobi plosna sila

Op
F, = — av .
” v Ox;
Z rovnice rovnovahy
o _ o O _y O _
8{[‘ - ) ay - I 82 - p g7
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a tedy
Fopp =Fy, =0, F, =y /Vp av . (5.28)

Posledni vyraz predstavuje Archimedtv vztlak. Moment plo$né sily ptisobici na takovy ob-

Vv e

sily muze ovSem téleso pod vodou (ponorku) prevratit.

Uloha (tlak ve stiedu Zemé)

Odhadneme tlak ve stiedu Zemé za predpokladu, Ze Zemé je tvorena nestlacitelnou
kapalinou hustoty 5,5.10% kg.m 3. Lze ukézat, Ze kdybychom ji povazovali za pruzné
téleso, hodnota tohoto tlaku by se pfilis nezménila. Hledany tlak je zptisoben gravitacnimi
silami, které Zemi sviraji. Uvnitf zemékoule roste tato sila s prvni mocninou vzdalenosti
od stfedu, takze z rovnice rovnovahy kapaliny mame

d
P g :_ng2+C

&~ Ry P T Tamg

Polozime-li tlak roven nule na povrchu Zemé, dostaneme C' = p g Rz /2 a tlak ve stfedu
Zemé

1
p (0) = §pgRZ = 1,7.10° MPa .

Vysledek koresponduje s geologickymi odhady (3,5.105 MPa).

Uloha (Newtonovo védro)

Ulohu setrvaénych sil demonstrovat Newton na znamém pokusu s rotujicim védrem.
Naplnil védro vodou, zavésil je na zakrouceny provaz a roztocil. Béhem rotace se postupné
dostala do rota¢niho pohybu i voda ve védru a jeji povrch vytvoril rotaéni paraboloid.
S hlediska inercialni vztazné soustavy je zfejmé, ze na vodu pusobi jednak sila tihova a
jednak sily tfeni se strany rotujiciho védra. Rotacni pohyb se pak pfedava dalsim valcovym
vrstvam vody v dusledku jejiho vnitiniho tfeni, vazkosti. Protoze rychlost pohybu se
smérem k ose védra snizuje, vznikaji zde gradienty rychlosti. Timto zptisobem by bylo
mozno tvar hladiny vody vysvétlit.

Snadnéji vSak vyreSime tlohu ve vztaZzné soustavé spojené s rotujicim védrem. V ni
totiz je védro i voda v klidu, ale ptisobi zde setrvacna, odstiediva sila. Staci tedy fesit
tlohu o rovnovaze nehybné kapaliny pod vlivem objemové sily

F=p(z oy, —g).
Dostaneme
P pura, B pury 2o,y
ox "y 0z )
Zintegrujeme tyto rovnice:

2 2

z Yy
b = pw2?—|—f1(y,z), p = PW2?+f2(x72)7 b = _sz+f3($,y),
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obr. 5.8 obr. 5.9

kde f1, f2, fs jsou neznamé funkce uvedenych proménnych. Aby vSechna tato vyjadieni
tlaku p platila soucasné, musi ziejmé byt

1
p = —pgz+§pw2(ﬂc2+y2)+0.

Tvar hladiny dostaneme tak, ze polozime p = 0. Tim ziskdme rovnici rota¢niho parabo-

loidu:

w2

?(xQ—l—yz) + C.

N =

5.2.2 Proudéni tekutin

Prejdeme k pohybu kontinua. Tekutiny se mohou v prostoru premistovat, proudit.
Podobné jako ptfi mechanickém pohybu téles toto proudéni mize byt doprovazeno disipaci
energie, tfenim tekutiny o stény a wvnitrnim trenim, vazkosti (viskozitou) tekutiny. Pti
vnitinim tfeni se ¢ast mechanické energie proudéni nevratné méni v energii tepelného
pohybu, uplatni se nekonzervativni sily. Pfitom se v tekutiné objevi te¢na, smykova napéti
Umeérné pricnému gradientu rychlosti. Proudi-li naptiklad vazka kapalina trubici ve sméru
osy z, bude rozlozeni rychlosti v kapaliné jako na obr. 5.8 - u stén vznikne nehybn4 hraniéni
vrstva, maximalni rychlost bude v ose trubice a vektory rychlosti vytvoii parabolicky profil.

Tecné napéti plisobici mezi proudicimi vrstvami kapaliny (oznac¢ime je 7) pak je

kde koeficient n se nazyva dynamickd vazkost kapaliny. Délime-li dynamickou vazkost
hustotou, dostavame tzv. kinematickou vazkost

v o= . (5.30)



Dynamicka vazkost se méfi v jednotkdch Pa.s a jeji hodnoty pro rizné tekutiny jsou
tabelovany. Napfiklad pro vodu je n = 0,001 Pa.s, pro glycerin n = 1,48 Pa.s. Vztah
(5.29) se nazyva Newtonuv zakon pro vazké napéti a kapaliny, které se mu podfizuji, se
nazyvaji newtonovskymi. Newtonovskou kapalinou je naptiklad voda, kterd pii rotaci ve
valcové nadobé vytvari hladinu ve tvaru rotac¢niho paraboloidu. Vime vsak, ze existuji i
nenewtonovské kapaliny, kde zavislost napéti na gradientu rychlosti je jind. Nenewtonovsky
se chova napriklad zmrzlina, asfalt, bahno v mocalu a dalsi. Proudénim vazkych tekutin
se zabyva obor zvany reologie.™

Pokud kapalina neproudi prilis rychle, bude jeji proudéni lamindrni, jednotlivé Castice
kapaliny se budou pohybovat po kiivkach zvanych proudnice a ty pak budou vytvafet
proudové trubice. Proudéni probihé jakoby v nezavislych vrstvach, které po sobé klouzou.
P1i velkych rychlostech se proudéni zméni v turbulentni, objevi se v ném viry, bude cha-
otické. Nastup turbulentniho proudéni zavisi také na stupni vazkosti kapaliny a priméru
trubice, jiz kapalina proudi. Lze zavést bezrozmérné Reynoldsovo cislo

v a
R = — 5.31
2, (531)

kde v je rychlost kapaliny, a charakteristicky rozmér a v kinematicka vazkost. Je-li zhruba
R <1000, bude proudéni laminarni.

Redlnd kapalina je tedy obecné vazka a stlacitelna. U nékterych kapalin vsak mizeme
jejich vazkost zanedbat a pouzit modelu idedini kapaliny. ' V idealni kapaliné se pak
uplatnuji zakony zachovani hmotnosti a a mechanické energie.

Vyrazem zakona zachovani hmotnosti je rovnice kontinuity. Protéké-li kapalina rych-
losti v prifezem AS, proteCe jim za sekundu hmotnost Am = p v AS. Jsou-li rychlost
a vektor normaly k plose AS orientovany pod obecnym thlem, bude pritok hmotnosti
Am =p v AS. Mtzeme tedy zavést hustotu hmotnostniho toku, hmotnost protékajici
jednotkou plochy za jednotku c¢asu, jako ; = p U. Vytéka-li nyni kapalina uzaviena v ob-
jemu V hrani¢ni plochou, musi se hmotnost vytékajici kapaliny rovnat bytku kapaliny v
tomto objemu. Matematicky to mizeme vyjadrit vztahem

L. d
j{j-dS:——/pdV. (5.32)
S dt Jv

To je vyjadieni rovnice kontinuity v integralnim tvaru. Plosny integral vsak mutZzeme upra-

vit podle Gaussovy véty na
07;
favasi = [ Sav,
5 v 0z;

a porovname-li pak levou a pravou stranu (5.32), dostaneme

dji _ Op

- _ZF 5.33
ox; ot ’ ( )
nebo, ve vektorovém tvaru,
. dp
divy = ——. 5.34
iv j 5 (5.34)

"ORiizné reologické modely tekutin jsou podrobné probrany v uéebnici Kvasnica J. a kol. ? Mechanika”,
Academia, Praha 1988.

"I Existuje dokonce dokonale idedlni kapalina bez vnitiniho tieni, které fikdme supratekuta. Suprateku-
tost se projevuje naptiklad u kapalného helia pfi teplotach blizkych absolutni nule a jeji existence vyplyva
z kvantové fyziky.
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obr. 5.10

To je rovnice kontinuity v diferencidlnim tvaru.

S jednoduchou podobou rovnice kontinuity se setkdvame pii proudéni kapaliny v tru-
bici. Méjme mysleny objem trubice mezi prifezy Si, So. Hmotnost kapaliny, ktera vtéka
prafezem S7 musi ziejmé vytékat objemem S, jinak by se v tomto objemu kapalina hro-
madila jako Cimrmanovi hornici. Pak mtizeme rovnici kontinuity zapsat jako

P1 S1 v1 = p2 Sz vy . (535)

Je-li kapalina navic nestlacitelna, musi se zachovavat nejen hmotnostni, ale i objemovy
tok v trubici, takze (obr. 5.9)
Sl v = Sz v . (536)

Vidime, ze v zuZeném misté pohybuje se nestlacitelna kapalina rychleji. Ne tak proudici
lidsky dav, ktery naopak v z(iZzenych mistech neracionalné zpomaluje. Dav ovSem predsta-
vuje kapalinu stlacitelnou a jeho proudéni nebyva stacionarni, ale méni se v Case.

V idealni nestlacitelné kapaliné se zachovava mechanicka energie. Vyjadiuje to znaméa
Bernoulliova rovnice. Méjme trubici proménného prifezu, v niz proudi kapalina v tthovém
poli (obr. 5.10). Praci zde kon4 jednak tihové sila, jednak plogna sila tlakova. Posune-li se
pritom kapalina v prufezu 57 o vzdalenost ds; a totéz mnozstvi kapaliny v prarezu S o
vzdalenost dsg, bude prirtistek kinetické energie

1
2
Protoze v nestlacitelné kapaliné S1ds; = Sadse = dV, p=dm/dV, mdme

1
dmv% — Edmv% = (h1 —hg) gdm + p1 S1 ds; — p2 S2 dsg .

1 1
§PU%+P9h2+p2 = 5/39’11 + p1,
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neboli

1
2P 9 h + p = konst . (5.37)

To je Bernoulliova rovnice vyjadfujici zakon zachovani mechanické energie v jednotce
hmotnosti idedlni nestlacitelné kapaliny. Je-li tekutina stlacitelnd, je tfeba vzit v tivahu
jesté praci vykonavanou pri zméné jeji hustoty.

Vytéka-li kapalina z nadoby otvorem ve sténé v hloubce h pod povrchem, dostaneme
z Bernoulliovy rovnice znamy Torricelliho vztah pro rychlost vytoku

1

3P v’ = pgh, v =+2hg. (5.38)

Pfi feSeni tlohy o proudéni idedlni tekutiny mame za kol najit zavislost hustoty p a rychlosti ¥
na prostorovych soufadnicich a ¢ase. Mohli bychom vyjit z obecné rovnice kontinua (5.16), kterd ovSem
popisuje posunuti jednotlivych ¢astic kontinua. U tekutin je vyhodnéjsi pouzit Eulerovu metodu a sledovat
zménu hustoty a rychlosti v daném bodé prostoru. V kazdém bodé se vsak bude rychlost ménit jednak v
piimé zavislosti na Case, ale také v zavislosti na pohybu tekutiny v blizkém okoli. Uplnou &asovou zménu
rychlosti (zrychleni) tedy musime vyjadfit jako

dv; _ Ov; Ov; dxp _ Ovg ov;

at ~ ot T ome dat ot T om
Tak dostavame vektorovou Fulerovu rovnici
dv 1
— =43 -—-— -V 5.39
TR (5.39)

kterou fesime spolu s rovnici kontinuity a termodynamickou stavovou rovnici udavajici vztah mezi p p.
Soustava téchto tii rovnic je vychozi pro feseni tloh hydrodynamiky idealni tekutiny.

Je-li tekutina vazka, je tfeba uvazit i sily vnitiniho tfeni zavislé na rychlosti a tak dostaneme tzv.
Navierovu - Stokesovu rovnici, kterou zde nebudeme uvadét a odkdzeme na literaturu. Reseni Navierovy -
Stokesovy rovnice pro vazkou kapalinu je obtizné (je to rovnice nelinedrni) a podatfilo se najit feSeni jen
v nékterych zjednodusenych piipadech. K nim patii Stokestuv vzorec udéavajici silu, kterd ptisobi na malou
kulicku poloméru r pohybujici se malou rychlosti v ve vazké kapaliné

F=6nrnrv (5.40)

a Poiseuilletiv vzorec, ktery udava objemovy pritok vazké kapaliny tenkymi trubickami poloméru r a délky
[ pfi tlakovém spadu Ap (naptfiklad krve v cévéch)

TAp 4

=5

(5.41)

Na tomto vztahu je pozoruhodni silnd zavislost na poloméru trubice, a tedy i obrovsky rozdil pri pritoku

krve vlase¢nicemi a vét$imi cévami pii témz tlaku.

5.3 Zvuk

V pruzném prostfedi a v tekutiné jsou ¢astice mezi sebou vazény nebo na sebe plisobi
pri srazkach. Tyto vazby zptsobuji, ze oscilace ¢astic se kontinuem prenaseji a dochazi k
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§ifeni mechanického vlnéni. Z velkého bohatstvi vlnovych jeva probihajicich v kontinuu si
v§imneme jen dvou jednoduchych situaci, a to Sifeni podélného vinéni v tenké pruzné tyci
a §ifeni zvuku v tekutiné.

P1i podélném kmitani dochézi ke zménam relativniho prodlouzeni malych tseki tyce,
které se Sifi podél tyce. Toto relativni prodlouZeni je

An On
= — — —
Az Ox
a jeho priristek
Oe 0%n
de = — d dx .
c ox a2 “*

Vyvolava je sila rovna podle Hookeova zakona

0%n
dF = AS Ede = AS FEF — dx.
0z2

Hmotnost tohoto malého tiseku tyce je dm = pASdz, takze silu dF muzeme z Newtonova
pohybového zakona vyjadrit jako

82
dFF = adm = a—tgpAde.
Porovname-li nyni obé vyjadfeni sily dF', dostaneme rovnici
&y p
— — = = = 0. 5.42
0x2 E 0t? (542)
Snadno se presvédéime, Ze obecné rovnice
0%n 1 0%n
— - 5 = =0 5.43
Ox? c2 ot? (5.43)

predstavuje vinovou rovnici. Vyhovuje ji feSeni n(x,t) rovinné harmonické viny Sifici se
podél osy z fazovou rychlosti c¢. Odtud plyne, Ze podélné mechanické vinéni se bude Sifit

podél tyce rychlosti
E
c= /=, (5.44)
p

kde E je Youngiv modul a p hustota materialu tyce.

V tekutinach je situace obdobna. Sila pusobici kolmo na maly prurez tekutiny AS je
ovSem rovna

dF = AS p de

a stejnym zpusobem jako u podélnych vin v tyc¢i dostaneme rychlost podélného vinéni v

tekutiné
p
c = 4,/=. (5.45)
p
Podélné vinéni v tekutinach v oblasti frekvenci 20 - 20 000 Hz je vniméano jako zvuk
a zabyva se jim akustika. Rychlost sifeni (5.45), kterou jsme odvodili, by se ovsem uplat-

nila za predpokladu, Ze proces Sifeni vin je izotermicky, Ze periody vIlnéni jsou dostatecné
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dlouhé k tomu, aby se teploty kmitajicich ¢asti tekutiny stacily vyrovnavat. Tento pred-
poklad ovsem splnén neni, proces je ve skutecnosti adiabaticky. Potom lze rychlost zvuku
vyjadtit tzv. Laplaceovym vzorcem

c = /k—, (5.46)

ktery dobfe souhlasi s vysledky experimentu. Konstanta s je Poissonova plynova kon-
stanta, o které jsme se zminovali v souvislosti s barometrickym vzorcem. Ve vzduchu pii
20° C je rovna 1,402. Rychlost zvuku ve vzduchu za normélnich podminek pak vychazi
rovna 332 m.s~!, ve vodé 1 485 m.s!, v Zeleze 5 100 m.s~ 1.

Piiklady

5.1 Kovova ty¢ délky lp = 1 m a priifezu S = 4 cm? je deformovana tahem silou
F = 800 N. Piitom se prodlouzi o 10~° m. Urcete Youngtiv modul materialu tyce a podle
tabulek odhadnéte, z jakého materialu by ty¢ mohla byt.

[E =2,0.10!! Pa, ocel]

5.2 Je dan tenzor napéti v uréitém bodé pruzného télesa (udaje v Pa):
500 500 800
Oik = 500 0 —-780
800 —780 —300
Uréete tecné a normalové napéti ptisobici na plosku s normalou 77 = (1/2, 1/2, 1/1/2).

[T = (1066, —281, —187)Pa, N =Tn; =260 Pa, T =+/T2— N2 =1 087 Pa]

5.3 V jednom rameni spojenych nadob je voda, ve druhém olej. Vyska vody nad spo-
leénym rozhranim obou kapalin je 4,5 cm, oleje 5,0 cm. Uréete hustotu oleje (obr. 5.11).

[900 kg.m 3]

5.4 Jakou vyslednou silou ptisobi voda na ¢tvercovou sténu akvéria, je-li délka
stény a ?

[5pga®]
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obr. 5.11 obr. 5.12

5.5 Jakou vyslednou silou piisobi voda na Fi¢ni prehradu tvaru lichobéznika o zaklad-
nach z; = 10 m (dolni), 2z = 15 m (horni) a vysce h = 5 m. V jaké hloubce lezi ptisobisté
vysledné sily?

[F = 3pgh® (21 + %) = 1,43.10° N, hg = 552421 = 3,2 m]

5.6 Archimedes. Na plnou kouli ptisobi ve vzduchu tihova sila 390 N, na tutéz kouli
ponofenou do vody sila 340 N. Jaky je objem koule a z jaké latky je koule zhotovena?

[5,1 dm?®, nejspis ze zelezal

5.7 Na koncich nerovnoramenné paky jsou zavésena dvé homogenni télesa zhotovena
a) z téze latky, b) z rtznych latek. Ve vzduchu jsou obé télesa v rovnovaze. Zistane
rovnovaha zachovana, ponofime-li obé télesa do nadoby s vodou?

5.8 Redukce vdZeni na vakuum. Pfedmét o hustoté p je na vzduchu vyvazen na rov-
noramennych vahidch mosaznym zévazim o hmotnosti m,. Stanovte skuteénou hmotnost
predmétu, je-li hustota mosazi p, a hustota vzduchu v misté a okamziku vazeni p,,.

1

[m =m, <1+pvf%§%) R m; [HPU (/1)_ 1)]]

e Pz
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5.9 Nadoba na stole je naplnéna vodou do vysky h. Dokazte, Ze voda z kazdého otvoru
ve sténé nadoby dopadé na stil se stejnou rychlosti a urcete ji. V jaké vysce musi byt
otvor, aby proud vody z ného vytékajici dopadl na stil nejdale od nadoby?

[v2hg, h/2

5.10 Vélcova nadoba je do vysky h = 70 cm naplnéna vodou. Plocha dna je 600 cm?.
Otvorem ve dné nadoby plochy 1 cm? voda vytéka. Za jakou dobu se nadoba vyprazdni
do poloviny a za jakou tplné?

66 s, 225 s]

5.11 Z trysky vodotrysku s priifezem 1,5 cm? vystfikuje voda rychlosti 24 m.s~!. Jak
velka je rychlost proudu v pfivodnim potrubi, jehoZ prifez mé obsah 18 cm??

[2,0 m.s71]

5.12 Pitotova trubice. Trubici zalomenou do pravého thlu vlozime do proudici kapaliny
(obr. 5.12). Do jaké vysky ha vystoupi kapalina v ohnuté trubici, jestlize v rovné trubici
vloZzené do téhoz mista vystoupi do vysky hi a jestlize rychlost proudici kapaliny v daném
misté je v 7

[he = h1 -I-%]

5.13 Venturiova trubice. Jak velkou rychlosti proudi voda vodorovnou trubici s prife-
zem S; = 15 cm?, jestlize v zlizeném misté o priifezu S = 5 cm? se zmensi tlak o
500 Pa 7

[35 cm.s 1]

5.14 Urcete tvar rota¢ni nadoby, aby voda vytékajici malym otvorem plochy AS ve
dné klesala rovnomeérné rychlosti v.

2,,2
[z = 5525 ]
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01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.

Otazky:

Fyzikalni veli¢iny, jejich rozmér a jednotky, rozmérova analyza
Kinematika c¢astice, draha, rychlost a zrychleni pfimocarého pohybu
Tecné a normélové zrychleni

Kinematika kruhového a harmonického pohybu

Skladani pohybi, Lissajousovy obrazce

Newtontiv zakon setrvacnosti, Galileitiv princip relativity
Newtonidv zékon sily, sily pravé, setrvacné, vazbové

Hmotnost gravita¢ni a setrvacna

Newtoniv zadkon akce a reakce

Impuls sily a zména hybnosti

Prace a zména kinetické energie, vykon, sily potencialni, konzervativni a disipativni
Reseni pohybovych rovnic - sily z4vislé na case

Reseni pohybovych rovnic - sily zavislé na rychlosti

Reseni pohybovyjch rovnic - sily zavislé na poloze, potencidlova jama a bariéra
Netlumeny linearni harmonicky oscilator

Tlumeny oscilator a jeho rezimy

Vynucené kmity a rezonance, rezonancni kiivky, ¢initel jakosti
Matematické kyvadlo, perioda, napéti zavésu

Vrh v homogennim silovém poli

Pohyb c¢astice v centralnim silovém poli

Newtontlv gravitacni zakon, ur¢ovani gravitacni konstanty
Keplerova tloha a Keplerovy zakony

Kosmické rychlosti

Prostorovy oscilator

Neinercidlni vztaznda soustava, setrvacné sily

Rovnice pohyby rakety

Druhé véta impulsova

Véta o celkové energii soustavy, véta Konigova

Uloha dvou téles

Pruzné srazky a srazkové diagramy

Rozptyl izotropni a Rutherfordtv

Nepruzné srazky, koeficient restituce

Kinematika tuhého télesa

Tenzor momentu setrvacnosti, Steinerova véta

Eulerovy setrva¢nikové rovnice

Pevné a volna osa rotace

Pohyb volného symetrického setrvacniku

Pohyb tézkého rychlého symetrického setrvacniku

Fyzické kyvadlo

Pohyb valce a koule po naklonéné roviné

Kinematika kontinua, tenzor deformace

Tenzor napéti, Hookeliv zakon

Torze a torzni vahy

Rovnovaha tekutin, Pascaliiv zakon
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46. Barometricky vzorec

47. Archimedtv zakon

48. Proudéni tekutin, rovnice kontinuity
49. Bernoulliova rovnice

50. Mechanické vlnéni, zvuk a jeho Sifeni

Pokyny pro zkousejici

1. Pfed zahajenim zkouSeni vysvétlete zkousenému, ze na spravnosti jeho odpovédi
zavisi cela jeho dalsi odborna kariéra, a tedy vlastné cely Zivot. Zduraznéte mu hned na
zacatku vaznost situace.

VN2

vozni a nebude schopen odpovidat ani na dalsi, sebeleh¢i otazky.

3. Ke zkousenému se chovejte piisné a zdrzenlivé, k dalsim zkousSejicim naopak vesele
a zovialné. Cas od ¢asu se na né obracejte a jizlivymi pozndmkami zesmésiujte odpovédi
zkouSeného. Chovejte se pfitom, jako by v mistnosti nebyl.

4. Donufte zkouSeného, aby pfi feSeni tlohy postupoval vaSim zpisobem, zejména
je-li to zpusob neobvykly. Béhem feSeni dopliujte ruzna dalsi omezeni a predpoklady,
déavejte dodatecné otazky a pokyny. Timto zptsobem je mozno i jednoduchou tilohu uéinit
dostatecné obtiznou.

5. Nechte zkouseného udélat trividlni chybu, aby si nad ni lamal hlavu co mozna nejdéle.
Jestlize hrozi nebezpeci, ze na chybu prijde sam, rychle mu ji opravte, dfive nez se mu
podari najit spravny postup.

6. Kdyz zkouseny zacne tonout a nevi kudy kam, zivnéte a prejdéte k dalsi otazce.

7. Cas od ¢asu se pii zkouseni ptejte: ” Copak jste se to neuéili na zakladni skole?”

8. Nedovolte zkousenému, aby kladl vyjastujici otazky a nikdy neopakujte vlastni
vysvétleni nebo tvrzeni.

9. Kazdou chvili se zkouseného ptejte, jestli neni nervozni.

10. Pokud jsou zkousejici dva, musi se posadit tak, aby se zkouSeny nachazel v kiizové
palbé jejich pohledi. Ptejte se vzdy v okamziku, kdy je zkouSeny obricen k druhému
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zkousejicimu.
11. Pfi zkouseni si berte tmavé bryle - neproniknutelnost znervoziuje.

12. ZkousSeni ukoncete ponurou vyzvou: "Pockejte za dveimi, budete zavolan!”

Podle S. D. Masona, Proceedings of the IRE, 1965.
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