Wythoffova hra a jeji taje

Co je Wythoffova hra? A jak ji hrat?

Wythoffova hra je kombinatoricka hra pro dva hrade, ktera spodiva

v odebirani objektid z dvou disjunktnich mnoZin (obvykle reprezentovanych
hromadkami hernich kameni, nebo pouze dvéma ¢&isly).

Odebirani se Fidi pfesné danymi pravidly — hraci se st¥idaji v povolenych
tazich. Vitézem hry je ten hra, ktery udéla posledni tah, resp. porazenym
je ten hrd¢, jenZ nemuze tahnout (pozice (0;0)).

Samotna pravidla jsou takova:
e Hra¢ musi odebrat alespori jeden prvek. Nelze se tahu zdrZet.
e Hra¢ muze vzit libovolny podet prvki z jedné, nebo z druhé
mnoziny.

e Hra¢ muze odebrat prvky z obou mnozZin najednou, ale musi z
obou odebrat stejny pocet.

Prohravajici a vyhravajici pozice

Nasim cilem je udrzet protihrade v takzvané prohravajici pozici, zatimco
my chceme tdhnout do pozic vyhernich. Tyto pozice (dvojice nezapornych
celych &isel vyjadfujici potet kament na hromadkach) jsou definovany
rekurzivné nasledujicim zplisobem.

e (0;0) je prohravajici.

e (x;y) # (0;0) je vyherni, pokud existuje tah do prohréavajici pozice.

® (x;y) # (0;0) je prohravajici, pokud vSechny tahy vedou do vyhravajicich
pozic.

Je snadné si rozmyslet, ¥e kaZda pozice je bud vyherni, nebo prohravajici.

TéZe je snadné uvédomit si, Ze je-li (x; y) prohravajici, (y, x) je

prohravajici takeé.

Pop it je dalSi podobnou kombi-
natorickou hrou (tzv. substraction
game), pfi niz se stfidaji v tazich
dva hradi, ktefi na silikonové
desti¢ce promackavaji bubliny. Pra-
vidla se li$i tim, Ze mohou vZdy
odebirat jen 1, 2, nebo 3 prvky.
Prohrava ten, kdo zamackne po-
sledni pole.

Vitézna strategie této hry se lisi, neb se lisi i kone¢ny stav hry: zde naopak
chceme naseho protihrace nechat tahnout posledni mozny tah. Cilem je
tedy nechat hrat naseho spoluhrade zacinat tah v pozici, kdy zbyvajici pole
spliiuji n =1 mod 4, tedy nasobky ¢tyrky +1. Mame-li hraci plochu,
ktera spliiuje tuto vstupni podminku, nechame soupefe zalit a poté pouze
dopliiujeme jeho tahy tak, aby za kolo platil sou¢et m =0 mod 4, tj.
zahraje-li 3, my zahrajeme 1.

Dama na nekoneéné sachovnici

P¥imou reprezentaci Wythoffovy hry
je dama na nekone¢né Sachovnici,
téZze znama jako zranéna dama.
Princip hry spodivd v postaveni
damy do prostoru Sachovnice a poté
ve stfidajicich tazich posunu doli
(odebrani z jedné mnoZiny), doleva
(odebrani z druhé mnoZiny), nebo
po diagonale (z obou mnoZin stejny
polet). Proto je dama zran&na — po-
hybuje se pouze tfemi z osmi sméri.

Vitézna strategie v této verzi hry je zaloZena na posouvani damy na
pfedem stanovena pole, jejichZ soufadnice odpovidaji prohravajicim
pozicim. At tedy soupef posune ddmu kamkoliv, vZdy jsme schopni jej
pfesunout na dalSi prohravajici pole. Takto jej dostaneme aZ na pozici
(0;0) v levém dolnim rohu, odkud se jiZz zranéna dama nemiZe pohybovat.

Rekurentni posloupnosti

Prvnim zpusobem, jakym jde najit prohravajici pozice, je rekurentni
posloupnost. Lze dokazat, Ze pro mnoZinu prohravajicich pozic P plati:

P = {(a.b,), (an; by)}, kde a9y = by = 0, pro n > 1 je a, nejmensi jeté
nepouZzité ptirozené Cislo a b, = a, + n.

Takto vytvorené dvojice poté zapiseme do tabulky, ze které v pribéhu hry
jednoduse zjistime, jaka prohravajici dvojice odpovida nasim aktualnim
¢islim. Poté uzijeme algoritmus pfesunu do prohravajici pozice.

n0123 4 5 6 78 9 10|11
a, 0134 6|8 9 111214 16 17
b, 02/5/7/10/13/15/18/20/23 /2628

Tabulka 1: Poc¢ate¢ni &leny posloupnosti a, a b,

Fibonacciho zapis cisel

Druhy popis mnoZziny prohravajicich pozic P spodiva ve Fibonacciho rozvoji
pfirozenych ¢&isel. Kazdé p¥irozené &islo lze napsat pomoci souctu
Fibonacciho ¢&isel. Jde o &isla definovana vztahem f,. 1 = f, + f,_1 pro
n>1afy=1af =2. Hladovym algoritmem ziskame rozvoj, ktery
obsahuje cifry 0 a 1, ale neobsahuje sekvenci 11. Nap¥.

25 =21+3+ 1= fo+ f, + fy, piSeme 25 = (1000101). Posloupnosti (a,)
a (b,) tvofici prvky mnoziny P prohrévajicich pozic lze pomoci
Fibonacciho rozvoje definovat také nasledovné:

(a,) je ostfe rostouci a Fibonacciho rozvoj tohoto ¢isla ma na konci sudy
polet nul. (b,) je ostFe rostouci a rozvoj tohoto &isla ma na konci lichy
polet nul. Snadno si rozmyslime, Ze (b,)r pouze p¥idava 0 za rozvoj (a,)r.
Ve hfe pro mensi &islo najdeme Fibonacciho rozvoj, zjistime, zda jde o a, ¢i
b,, dopocitame pfislusnou dvojici, a postupujeme dle zakladniho algoritmu
pfesunu do prohravajici pozice.

Zlaty fez

Posledni metodou hledani prohravajicich pozic je skrze zlaty fez. Ten nam
umoziiuje pro dané herni ¢islo (polet kaminki) zjistit, jakému a,, resp. b,
je &islo rovno, a diky tomu jiz snadno spoditat jeho prohravajici dvojici.

V této strategii tedy opét nepotfebujeme tabulku, nicméné pocitame se
zlatym ¥fezem, iracionalnim &islem, takze praktické pouZiti této strategie
vyZzaduje urcitou presnost a zaokrouhlovani. Zlaty fez je kofenem rovnice:
x* —x—1=0, Znatime jej 7 = %ﬁ Tentokrat vyuZivame faktu, Ze
prvky mnoZiny P lze definovat jako: a, = |n7|, b, = |nT?].

Ve hte se potom tato strategie uplatiiuje takto: {*} =% — |%| > & pak
x = a, = |[n7], kde n = [*21|. Naopak plati: {£} < &, pak

x = b, = |n7?|, kde n = |5} ]. Jsme si tedy vidy schopni dopotitat
potfebnou dvojici (mlZeme pFiitat, nebo odelitat n) a poté uz jen uzit
zakladni algoritmus sméfujici do prohravajici pozice.

Algoritmus piesunu do prohravajici pozice

Nasi strategii tedy je najit si prohravajici pozice a poté do nich vzdy dostat

protihra¢e. Mame tedy aktualni poty (x; y) a vime, jaké jsou prohravajici

pozice (a,; b,) s ob&ma &isly, budeme tedy postupovat takto:

® b, =x <y, pak uberu z y y — a, a dostanu (x; a,) = (by; an).

® a,=x< b, <y, pak uberuz y y — b, a dostanu (x; b,) = (an; b,).

® a,=x <y < b, pak spoitdim n > k = y — x, najdu (ax; bx) a uberu
stejny polet z obou hromadek, abych se dostal na tento pocet.

Pozorovani: prohravajicich pozic je oproti vyhernim mnohem méné a jde

o specifické, na prvni pohled nahodilé kombinace, proto je velice
nepravdépodobné, Ze by nas soupef neznaly této mnoZiny navedl na
takovato pole. Pokud by se tak v3ak stalo, miZeme hrat témé¥ libovolné a
soupef nas pravdépodobné v p¥istim tahu postavi opét na vyherni pozici.
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