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Co je Wythoffova hra? A jak ji hrát?

Wythoffova hra je kombinatorická hra pro dva hráče, která spoč́ıvá
v odeb́ıráńı objekt̊u z dvou disjunktńıch množin (obvykle reprezentovaných
hromádkami herńıch kamenů, nebo pouze dvěma č́ısly).
Odeb́ıráńı se ř́ıd́ı p̌resně danými pravidly – hráči se sťŕıdaj́ı v povolených
taźıch. V́ıtězem hry je ten hráč, který udělá posledńı tah, resp. poraženým
je ten hráč, jenž nemůže táhnout (pozice (0; 0)).

Samotná pravidla jsou taková:

• Hráč muśı odebrat alespoň jeden prvek. Nelze se tahu zdržet.

• Hráč může vźıt libovolný počet prvk̊u z jedné, nebo z druhé
množiny.

• Hráč může odebrat prvky z obou množin najednou, ale muśı z
obou odebrat stejný počet.

Prohrávaj́ıćı a vyhrávaj́ıćı pozice

Naš́ım ćılem je udržet protihráče v takzvané prohrávaj́ıćı pozici, zat́ımco
my chceme táhnout do pozic výherńıch. Tyto pozice (dvojice nezáporných
celých č́ısel vyjaďruj́ıćı počet kamenů na hromádkách) jsou definovány
rekurzivně následuj́ıćım způsobem.

• (0; 0) je prohrávaj́ıćı.

• (x ; y) ̸= (0; 0) je výherńı, pokud existuje tah do prohrávaj́ıćı pozice.

• (x ; y) ̸= (0; 0) je prohrávaj́ıćı, pokud všechny tahy vedou do vyhrávaj́ıćıch
pozic.

Je snadné si rozmyslet, že každá pozice je bud’ výherńı, nebo prohrávaj́ıćı.
Téže je snadné uvědomit si, že je-li (x ; y) prohrávaj́ıćı, (y , x) je
prohrávaj́ıćı také.

Pop it

Pop it je daľśı podobnou kombi-
natorickou hrou (tzv. substraction
game), p̌ri ńıž se sťŕıdaj́ı v taźıch
dva hráči, ktěŕı na silikonové
destičce promačkávaj́ı bubliny. Pra-
vidla se lǐśı t́ım, že mohou vždy
odeb́ırat jen 1, 2, nebo 3 prvky.
Prohrává ten, kdo zamáčkne po-
sledńı pole.

V́ıtězná strategie této hry se lǐśı, neb se lǐśı i konečný stav hry: zde naopak
chceme našeho protihráče nechat táhnout posledńı možný tah. Ćılem je
tedy nechat hrát našeho spoluhráče zač́ınat tah v pozici, kdy zbývaj́ıćı pole
splňuj́ı n ≡ 1 mod 4, tedy násobky čty̌rky +1. Máme-li hraćı plochu,
která splňuje tuto vstupńı podḿınku, necháme soupěre zač́ıt a poté pouze
doplňujeme jeho tahy tak, aby za kolo platil součet m ≡ 0 mod 4, tj.
zahraje-li 3, my zahrajeme 1.

Dáma na nekonečné šachovnici

Př́ımou reprezentaćı Wythoffovy hry
je dáma na nekonečné šachovnici,
téže známa jako zraněná dáma.
Princip hry spoč́ıvá v postaveńı
dámy do prostoru šachovnice a poté
ve sťŕıdaj́ıćıch taźıch posunu dol̊u
(odebráńı z jedné množiny), doleva
(odebráńı z druhé množiny), nebo
po diagonále (z obou množin stejný
počet). Proto je dáma zraněná – po-
hybuje se pouze ťremi z osmi směr̊u.

V́ıtězná strategie v této verzi hry je založena na posouváńı dámy na
p̌redem stanovená pole, jejichž soǔradnice odpov́ıdaj́ı prohrávaj́ıćım
pozićım. At’ tedy soupěr posune dámu kamkoliv, vždy jsme schopni jej
p̌resunout na daľśı prohrávaj́ıćı pole. Takto jej dostaneme až na pozici
(0; 0) v levém dolńım rohu, odkud se již zraněná dáma nemůže pohybovat.

Rekurentńı posloupnosti

Prvńım způsobem, jakým jde naj́ıt prohrávaj́ıćı pozice, je rekurentńı
posloupnost. Lze dokázat, že pro množinu prohrávaj́ıćıch pozic P plat́ı:
P = {(a;bn), (an; bn)}, kde a0 = b0 = 0, pro n ≥ 1 je an nejmenš́ı ještě
nepoužité p̌rirozené č́ıslo a bn = an + n.
Takto vytvǒrené dvojice poté zaṕı̌seme do tabulky, ze které v pr̊uběhu hry
jednoduše zjist́ıme, jaká prohrávaj́ıćı dvojice odpov́ıdá našim aktuálńım
č́ısl̊um. Poté užijeme algoritmus p̌resunu do prohrávaj́ıćı pozice.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 . . .
an 0 1 3 4 6 8 9 11 12 14 16 17 . . .
bn 0 2 5 7 10 13 15 18 20 23 26 28 . . .

Tabulka 1: Počátečńı členy posloupnosti an a bn

Fibonacciho zápis č́ısel

Druhý popis množiny prohrávaj́ıćıch pozic P spoč́ıvá ve Fibonacciho rozvoji
p̌rirozených č́ısel. Každé p̌rirozené č́ıslo lze napsat pomoćı součtu
Fibonacciho č́ısel. Jde o č́ısla definovaná vztahem fn+1 = fn + fn−1 pro
n ≥ 1 a f0 = 1 a f1 = 2. Hladovým algoritmem źıskáme rozvoj, který
obsahuje cifry 0 a 1, ale neobsahuje sekvenci 11. Nap̌r.
25 = 21 + 3 + 1 = f6 + f2 + f0, ṕı̌seme 25F = (1000101). Posloupnosti (an)
a (bn) tvǒŕıćı prvky množiny P prohrávaj́ıćıch pozic lze pomoćı
Fibonacciho rozvoje definovat také následovně:
(an) je osťre rostoućı a Fibonacciho rozvoj tohoto č́ısla má na konci sudý
počet nul. (bn) je osťre rostoućı a rozvoj tohoto č́ısla má na konci lichý
počet nul. Snadno si rozmysĺıme, že (bn)F pouze p̌ridává 0 za rozvoj (an)F .
Ve ȟre pro menš́ı č́ıslo najdeme Fibonacciho rozvoj, zjist́ıme, zda jde o an či
bn, dopoč́ıtáme p̌ŕıslušnou dvojici, a postupujeme dle základńıho algoritmu
p̌resunu do prohrávaj́ıćı pozice.

Zlatý řez

Posledńı metodou hledáńı prohrávaj́ıćıch pozic je skrze zlatý řez. Ten nám
umožňuje pro dané herńı č́ıslo (počet kaḿınk̊u) zjistit, jakému an, resp. bn
je č́ıslo rovno, a d́ıky tomu již snadno spoč́ıtat jeho prohrávaj́ıćı dvojici.
V této strategii tedy opět nepoťrebujeme tabulku, nicméně poč́ıtáme se
zlatým řezem, iracionálńım č́ıslem, takže praktické použit́ı této strategie
vyžaduje určitou p̌resnost a zaokrouhlováńı. Zlatý řez je kǒrenem rovnice:

x2 − x − 1 = 0, Znač́ıme jej τ = 1+
√
5

2 . Tentokrát využ́ıváme faktu, že
prvky množiny P lze definovat jako: an = ⌊nτ⌋, bn = ⌊nτ 2⌋.
Ve ȟre se potom tato strategie uplatňuje takto: {xτ} = x

τ − ⌊xτ⌋ >
1
τ 2, pak

x = an = ⌊nτ⌋, kde n = ⌊x+1τ ⌋. Naopak plat́ı: {xτ} < 1
τ 2, pak

x = bn = ⌊nτ 2⌋, kde n = ⌊x+1τ 2 ⌋. Jsme si tedy vždy schopni dopoč́ıtat
poťrebnou dvojici (můžeme p̌rič́ıtat, nebo odeč́ıtat n) a poté už jen už́ıt
základńı algoritmus smě̌ruj́ıćı do prohrávaj́ıćı pozice.

Algoritmus p̌resunu do prohrávaj́ıćı pozice

Naš́ı strategíı tedy je naj́ıt si prohrávaj́ıćı pozice a poté do nich vždy dostat
protihráče. Máme tedy aktuálńı počty (x ; y) a v́ıme, jaké jsou prohrávaj́ıćı
pozice (an; bn) s oběma č́ısly, budeme tedy postupovat takto:

• bn = x < y , pak uberu z y y − an a dostanu (x ; an) = (bn; an).

• an = x < bn < y , pak uberu z y y − bn a dostanu (x ; bn) = (an; bn).

• an = x < y < bn, pak spoč́ıtám n > k = y − x , najdu (ak; bk) a uberu
stejný počet z obou hromádek, abych se dostal na tento počet.

Pozorováńı: prohrávaj́ıćıch pozic je oproti výherńım mnohem méně a jde
o specifické, na prvńı pohled nahodilé kombinace, proto je velice
nepravděpodobné, že by nás soupěr neznalý této množiny navedl na
takováto pole. Pokud by se tak však stalo, můžeme hrát témě̌r libovolně a
soupěr nás pravděpodobně v p̌ŕı̌st́ım tahu postav́ı opět na výherńı pozici.
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